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iAbstrakt
Dette projekt har til formål at undersøge, om der ved høje frekvenser er en relation mellem
bulkmodulet, K∞, og shearmodulet, G∞, i væskerne propylenglykol, dipropylenglykol og
tripropylenglykol. Ydermere ønskes det undersøgt, om denne relation er konsistent under
forskellige temperaturforhold.
Det frekvensafhængige bulk - og shearmodul måles, hvorfra K∞ og G∞ bestem-
mes. Dette gøres ud fra et mekanisk system bestående af en piezoelektrisk transducer.
Transduceren er placeret i en kryostat, igennem hvilken det er muligt at kontrollere
temperaturforholdene. I projektet bliver der primært lagt vægt på metoden for måling af
bulkmodulet.
På baggrund af de valgte temperaturforhold opnås ikke brugbare resultater i forhold
til projektets problemstilling. Det har derfor ikke været muligt at fastslå en sammenhæng
mellem K∞ og G∞.
Abstract
The aim of this project is to investigate if there in the high frequency limit exists a relation
between the bulk modulus,K∞, and the shear modulus, G∞, in the liquids propyleneglycol,
dipropyleneglycol and tripropyleneglycol. Furthermore we wish to determine if this relation
is consistent under various temperature conditions.
The frequency dependent bulk and shear moduli are measured from which K∞ and
G∞ are determined. This is done through a mechanical system consisting of a piezoelectric
transducer. The transducer is placed in a cryostat, through which temperature conditions
can be controlled. Throughout this project the primary focus is on the method for
determining the bulk modulus.
As a result of the chosen temperature conditions, we have not been able to achieve
usable results. Therefore it has not been possible to establish a relation between K∞ and
G∞.
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1 Indledning
I 1800-tallet blev den grundlæggende elasticitetslære udviklet, primært af Augustin Louis
Cauchy (1789-1857) og Claude-Louis Navier (1785-1836). Gennem den opstillede teori
kan det deduceres, at et vilkårligt materiale kan beskrives af højest 21 uafhængige,
elastiske konstanter. Dette antal kan reduceres yderligere ved antagelse af forskellige
forhold. Cauchymodellen er en særlig simpel model af et stof. Den antager, at der kun
er centralsymmetriske vekselvirkninger imellem partikelpar1 [1]. Denne antagelse giver
anledning til relationer mellem flere af de elastiske konstanter, så antallet af uafhængige
konstanter reduceres fra 21 til 15. Disse relationer kaldes generelt for Cauchyrelationerne
[1]. Antallet af elastiske konstanter kan yderligere reduceres, hvis der antages at være
symmetrier i stoffets opbygning. Den største symmetri opnås ved en antagelse om at
stoffet er fuldstændigt isotropt, hvilket i denne sammenhæng betyder, at de elastiske
egenskaber er uafhængige af, fra hvilken retning stoffet påvirkes. Under total isotropi
og centralsymmetriske vekselvirkninger, reduceres antallet af elastiske konstanter til én
enkelt konstant. Dette giver anledning til en proportionalitet mellem et stofs bulkmodul,
K, og shearmodul, G 2
K =
5
3
G . (1.1)
I litteraturen benævnes denne specifikke relation ofte som »Cauchyrelationen«, hvor der
altså ikke henvises til klassen af relationer, der reducerer antallet af elastiske konstanter
fra 21 til 15. I dette projekt vil vi ligeledes benævne ligning (1.1) som Cauchyrelationen.
Oprindeligt mente man, at ved eksperimentelt at undersøge om Cauchyrelationen
var opfyldt, kunne man undersøge hvor isotropt et stof var, og om der udelukkende
herskede centralsymmetriske kræfter. Ifølge [1] blev det i slutningen af 1800 tallet vist,
at Cauchyrelationen ikke kunne forventes at gælde for komplekse atomstrukturer, og
interessen for denne sammenhæng forsvandt i praksis.
Det viser sig alligevel, at der har været interesse for Cauchyrelationen i nyere tid. I 1965
skrev Zwanzig og Mountain en artikel, hvor de mere generelt udledte Cauchyrelationen
under samme forudsætninger som den oprindelige relation. Her fandt man ikke en propor-
tionalitet mellem bulk- og shearmodulet men en affin sammenhæng, der er temperatur-
og trykafhængig[19]. I 2006 undersøgte Krüger m.fl. sammenhængen udledt af Zwanzig og
Mountain eksperimentelt for en række forskellige materialer. Her undersøgte man eksplicit
sammenhængen mellem disse materialers bulk- og shearmodul under forskellige forhold,
og fandt rent faktisk en affin sammenhæng [11].
Det er derfor interessant at undersøge sammenhængen mellem disse moduler under
forskellige forhold, og i stoffer med forskellig kemisk struktur. Vi har valgt at undersøge om,
der er en relation mellem bulk- og shearmodulet i tre forskellige væsker: propylenglykol,
dipropylenglykol og tripropylenglykol3. Da det under normale omstændigheder ikke er
muligt at måle et shearmodul for tyndtflydende væsker, undersøges væskerne under forhold,
hvor de opfører sig som glasser. I denne tilstand besidder de elastiske egenskaber, som var
1 Centralsymmetri betyder, at kraften, en partikel påvirker en anden med, peger i retningen mellem de
to partikler. Coulombkraften mellem to ladede partikler er et eksempel på en centralsymmetrisk kraft
2 K: modstand overfor sammentrykning. G: modstand overfor skævvridning. Se kapitel 2.
3 For væsker snakker man om K∞ og G∞, som er modulerne ved hurtige påvirkninger af væsken. Se
afsnit 2.4.
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de faste stoffer. De valgte væsker er simple alkoholer bestående af samme type bindinger
og atomer, men med gradvist mere kompleks struktur. Dette giver en god mulighed for
at undersøge hvorvidt den atomare struktur påvirker en eventuel relation mellem deres
bulk- og shearmoduler. Dette giver anledning til projektets problemformulering,
»Er der ved høje frekvenser en relation mellem bulkmodulet, K∞, og shear-
modulet, G∞ i væskerne propylenglykol(MPG), dipropylenglykol(DPG) og
tripropylenglykol(TPG)? Er en evt. relation konsistent for alle tre væsker
ved forskellige temperaturforhold? Er vores måleresultater i overensstemmelse
med hidtil fundne resultater?«
1.1 Metode
Metoden vi har valgt til at undersøge og besvare vores problemformulering, er en kombi-
nation af et litteraturstudie og eksperimentelt arbejde.
Litteraturstudiet har til formål at give den nødvendige viden indenfor elasticitetslæren
samt danne et overblik over hidtil fundne resultater indenfor vores problemstilling. Den
grundlæggende introduktion til elasticitetslæren, hvor formalismen med de generelle
begreber præsenteres, findes i kapitel 2. Herefter følger i kapitel 3 en udledning af den
oprindelige Cauchyrelation under specielle forudsætninger, og den sættes i perspektiv til
hidtil fundne teoretiske og eksperimentelle resultater. Det er hensigten, at disse kapitler
er skrevet udførligt og forklarende, frem for kun at citere de vigtige og mest relevante
resultater. Dette begrundes med, at det skal illustrere et deduktivt forløb fra teori til
empirisk forudsigelse, men lige så vigtigt skal det udgøre en forståelig baggrund for læsere
uden særskilte kompetencer indenfor elasticitetslæren.
Det har været nødvendigt, at udføre tre forskellige eksperimenter for at kunne belyse
projektets problemstilling. Dette indbefatter bestemmelse af væskernes glastemperatur
i kapitel 4, måling af bulkmodulet i kapitel 5 og måling af shearmodulet i kapitel
6. Metoderne og forsøgsopstillingerne til disse tre eksperimenter er alle udarbejdet af
grundforskningscenteret Glas og Tid på RUC.
Måling af glastemperaturen har vi foretaget ved en simpel kalorimetrisk metode. Den
har til formål at angive, i hvilket temperaturområde væskerne opfører sig som glasser,
og derved hvor de besidder elastiske egenskaber, som er målbare. Dette eksperiment
udgør derved en form for sekundært eksperiment, hvis formål er at optimere de primære
eksperimenter, måling af bulk- og shearmodul. Der vil derfor ikke lægges vægt på denne
metode i uddybende grad.
Målingen af bulkmodulet udføres ved brug af en piezoelektrisk transducer, som
oprindeligt er beskrevet i [4]. Vi har valgt primært at fokusere på metoden for måling
af bulkmodulet. Den er derfor uddybende beskrevet i kapitel 5 og databehandlingen er
selvstændigt udført ved brug af MatLab. Der er flere grunde til at netop metoden for
måling af bulkmodulet har fået primær fokus. For det første var der på forhånd ingen
foreliggende data, så alle målingerne har vi udført selv, i samarbejde med projektvejlederen.
For det andet er det ikke muligt indenfor projektets tidsramme, at opnå og angive
uddybende indsigt i metoden for både måling af bulk- og shearmodul.
Målingerne af shearmodulet sker også på baggrund af en piezoelektrisk transducer, der
oprindeligt er beskrevet i [5]. Metoden for måling af shearmodulet er af ovenstående grund
ikke beskrevet uddybende i projektet. Dette skyldes primært, at det oprindeligt ikke var
planen, at vi selv skulle udføre disse målinger, men anvende allerede foreliggende resultater
og databehandlingsværktøjer. Derved var det oplagt at holde fokus på metoden for måling
af bulkmodulet frem for denne. I sidste ende har vi alligevel selv måtte producere dele af
vores data, mens resten venligst er stillet til rådighed af Glas og Tid og en projektgruppe af
medstuderende. Databehandlingsværktøjerne, i form atMatLab programmer, er ligeledes
stillet til rådighed af Glas og Tid.
1.1 Metode 5
I kapitel 7 vil vi sammenholde de resultater, vi har opnået for at besvare problemstil-
lingen. En afrundende diskussion af resultater, metode, problemer tilknyttet disse samt
mulige forbedringer vil findes i kapitel 8.
Gennem projektet har vi anvendt både matematiske og fysiske værktøjer, som ikke
direkte står i relation til projektets problemstilling. En kort introduktion til nogle af disse
vil være at finde i rapportens appendikser. Herunder er de anvendte MatLab koder også
angivet.
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Dette kapitel udgør en introduktion til elasticitetslæren for faste stoffer, hvilket til sidst
vil blive relateret til væskers elastiske egenskaber. Kapitlets primære formål er at udvikle
den relevante terminologi og den nødvendige formalisme brugt i elasticitetslæren.
Det klassiske eksempel for elastisk opførsel er en fjeder. Den forskydes fra dens
ligevægtsposition ved at påføre en kraft, og den vil vende tilbage til den oprindelige
ligevægtsposition, når kraften fjernes. Netop disse egenskaber kendetegner elasticitet, og
de er beskrevet af Hookes lov
F = −k∆x . (2.1)
Som Hookes lov er skrevet her, må der være information gemt i fjederkonstanten k. Udover
at ∆x ∝ F , må det også være sådan at ∆x ∝ L, hvor L er længden af fjederen. Hvis man
betragter N ens og masseløse fjedre sat i seriel forlængelse, påvirkes de alle af samme
kraft og forlænges alle ∆x. Hvis en given fjeder forlænges ∆x, så forlænges en dobbelt så
lang fjeder af samme slags derfor 2∆x. Gennem samme tankegang kan man argumentere
at ∆x ∝ 1/N, hvis fjedrene er forbundet parallelt. Her vil hver fjeder påvirkes af kraften
F/N og derved kun forlænges ∆x/N. Ved at bruge dette, kan man forestille sig en vilkårlig
fjeder som værende opbygget af mindre „elementarfjedre“, hvilket specificerer Hookes lov
til
F = −kf N
L
∆x , (2.2)
hvor kf nu udgør en mere grundlæggende konstant, der afhænger af systemets byggesten,
frem for systemets geometri og opbygning.
Alle faste stoffer udviser elastiske egenskaber ved små længdeudvidelser og kan
beskrives af en analog til ligning (2.2). Dette kan forstås, hvis man forestiller sig faste
stoffer som værende opbygget af lange kæder af atomer, sammensat af små fjedre, hvilket
er illustreret på figur 2.1. Hvor meget et materiale forskydes ved en given kraftpåvirkning,
må da afhænge af, hvor mange atomer der er i hver kæde, hvilket må være proportionalt
Figur 2.1 En simpel model af et fast stof i 2 dimensioner.
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Figur 2.2 En stang der forlænges horisontalt, men trækkes sammen vertikalt ved påført stress.
med materialets længde. Derudover må forskydningen være omvendt proportional med
antallet af kæder materialet består af, hvor dette antal er proportionalt til materialets
tværsnitsareal. Dette giver i analogi til ligning (2.2) følgende ligning for faste og elastiske
stoffer
F = E
A∆l
L
⇔ F
A
= E
∆l
L
(2.3)
hvor ∆l angiver forskydningen og materialekonstanten E kaldes Youngs modul. Kraft
per areal udgør et tryk og benævnes indenfor elasticitetslæren som stress(spænding) og
noteres som σ. Den relative længeudvidelse kaldes strain(tøjning) og skrives som . Med
denne notation har man, at strain er proportionalt med stress
σ = E . (2.4)
Når et materiale udstrækkes som i ovenstående eksempel, vil de tværgående atomare
bindinger, der ikke er ortogonale på udstrækningsretningen, blive strakt og derved forsøge
at trække materialet sammen vinkelret på udstrækningen. På figur 2.2 vises en stang med
længden Lx og Ly i henholdsvis x- og y-aksens retning. Der påføres et stress i x-aksens
retning, og længderne ændres derved med henholdsvis ∆x og ∆y. Dette giver strainet
x =
∆x
Lx
, y =
∆y
Ly
, (2.5)
hvor det negative forhold mellem disse strains kaldes Poisson’s forhold,
ν = − y
x
. (2.6)
Det bemærkes, at ν oftest vil være positiv, da x og y generelt vil have modsat fortegn,
dvs. at materialet trækker sig sammen eller udvider sig ortogonalt i forhold til retningen,
hvor det henholdsvis strækkes eller sammenpresses.
Ved påføring af et stress i én retning har vi illustreret, at den geometriske form af
materialet oftest vil ændres. Hvis et materiale påvirkes af det samme stress fra alle
sider, vil dette medføre en volumenændring. Bulkmodulet K er et mål for, hvor meget et
materiales volumen ændres ved påført stress. En bulkdeformation er illustreret på figur
2.3. Bulkmodulet er defineret som den negative trykændring per relativ volumenændring
KT = −V
(
∂P
∂V
)
T
, KS = −V
(
∂P
∂V
)
S
, (2.7)
hvor KT er bulkmodulet under isoterme forhold og KS bulkmodulet under adiabatiske
forhold. Det bemærkes at trykket P svarer til, at der er det samme normalstress over hele
objektets flade.
9Figur 2.3 En blok der påvirkes af et normalstress på alle sider, hvilket resulterer i en
bulkdeformation.
Figur 2.4 En blok der påvirkes af et tangentialtstress, hvilket resulterer i en sheardeformation.
Indtil videre har vi kun betragtet stress i normalretningen til en flade. Ofte vil stress
være vilkårligt orienteret, og der vil derfor også være en tangentiel komponent af stresset.
Tangentialstress, også kaldet shearstress, giver anledning til en skævvridning af materialet,
en sheardeformation. På figur 2.4 er en sheardeformation illustreret. Shearmodulet G er
defineret som forholdet mellem shearstresset og shearstrainet
σ = G
∆x
Ly
= G . (2.8)
Det er netop K og G, vi i dette projekt vil forsøge at finde en sammenhæng mellem.
Først vil vi dog gå lidt mere i dybden med elasticitetslæren og generalisere den yderligere,
for at kunne danne en teoretisk baggrund for sammenhængen mellem K og G.
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2.1 Stresstensoren
I forrige afsnit blev flere specifikke deformationer beskrevet. Karakteristisk for dem alle
var, at vi kun betragtede stresspåvirkninger og strain langs koordinatsystemets akser. I
dette afsnit vil vi generalisere de begreber og den formalisme, der bruges til at beskrive
de stresspåvirkninger, der kan virke inde i et fast stof eller en væske. Den følgende tekst
er baseret på [12].
Når et stof udsættes for ydre kraftpåvirkninger, vil disse forplante sig i hele stoffets
indre. Dette betyder, at vilkårlige flader i stoffet vil påvirke hinanden med indbyrdes
stress, som kan være med til at deformere stoffet. Dette stress beskrives af en 2. rangs
tensor1, bestående af 9 stresskomponenter, hvilket vil illustreres af det følgende.
Vi ønsker at kunne beskrive en vilkårlig indre kraft dF på en vilkårligt orienteret
flade dSn inde i et stof. Som udgangspunkt betragtes en infinitesimal del af materialet,
en tetraeder, hvilket er illustreret på figur 2.5. Hvis materialet påvirkes af en ydre kraft,
vil tetraederets flader påvirkes af kræfter fra det omkringliggende materiale og ligeså store
reaktionskræfter indefra tetraederet. Vi betragter nu de kræfter, som det omkringliggende
materiale påvirker tetraederets flader med. Dette repræsenteres ved at angive fladernes
normalvektorer, som værende dem der peger væk fra tetraederet. Tetraederets arealflader
kan da skrives som
dS = dSn, dSx = −dS · i, dSy = −dS · j, dSz = −dS · k . (2.9)
Det er sådan, at jo større disse arealflader er, jo større kræfter påvirkes de af fra det
omkringliggende materiale. For at eliminere den specifikke geometri, anvendes stressdefi-
nitionen σ = F/A, og de indre kræfter kan da opskrives som
dFx = σxdSx , dFy = σydSy , dFz = σzdSz , (2.10)
hvor dFx, dFy og dFz er kræfterne på henholdsvis dSx, dSy og dSz. Kræfterne dFx, dFy
og dFz kan hver deles op i tre komposanter parallelt med akserne, hvilket for eksempelvis
Figur 2.5 Infinitismal tetraede påvirket af indre kræfter på alle flader.
1 Se appendiks A for definitioner
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dFx giver
dFxx = σxxdSx i , dFyx = σyxdSx j , dFzx = σzxdSx k , (2.11)
hvor indeksnotationen angiver, at kraftkomposanten dFij er parallel med i-aksen og virker
på arealfladen med normalen parallel med j-aksen. Derved angiver dFxx normalkraften på
dSx og dFyx og dFzx shearkræfter parallelle til henholdsvis y- og z-aksen. For at kunne
bestemme dF anvendes Newtons 2. lov på tetraederet
dMa = fdV + dF − dFx − dFy − dFz , (2.12)
hvor fdV er en mulig volumenkraft og der er taget højde for retningskonventionen angivet
i ligning (2.9). Vi anvender nu at dM = ρdV samt sammenhængen mellem kraft og areal
angivet i ligning (2.10), hvilket giver
ρdV a = fdV + dF − σxdSx − σydSy − σzdSz . (2.13)
Da dV går som R3 og dS kun som R2, hvor R er en karakteristiske størrelse for tetraederet,
vil dV være forsvindende lille i forhold til størrelsen af arealfladerne, hvilket reducerer
udtrykket til
dF = σxdSx + σydSy + σzdSz . (2.14)
Eller skrevet på matrixform
dF =
σxx σxy σxzσyx σyy σyz
σzx σzy σzz ,
 dS (2.15)
hvor matricen kaldes stresstensoren og benævnes σ. Stresstensoren indeholder den nødven-
dige information til at beskrive de indre spændinger i et stof. Hver komponent i tensoren
angiver forholdet mellem en kraft og arealet af fladen den virker på. De tre diagonalkom-
ponenter σxx, σyy og σzz angiver trykket i retning af hver akse og det mekaniske tryk (det
vi normalt betegner trykket) er defineret som den negative middelværdi af de tre tryk
p = −1
3
(σxx + σyy + σzz) = −13
∑
i
σii = −13Tr(σ) , (2.16)
hvor det følger af ligning (2.9), at et negativt normalstress svarer til en sammenpresning.
Som det ses af ligning (2.16) kan trykket udtrykkes ved sporet af stresstensoren. Sporet er
invariant under koordinatskifte, hvilket er jo er i fuld overensstemmelse med, at trykket
må være det samme i alle koordinatsystemer(se Appendiks A).
Det viser sig, at stresstensoren er symmetrisk så
σij = σji . (2.17)
Dette reducerer antallet af uafhængige komponenter i tensoren til 6. At dette må være
tilfældet kan ses ved at betragte kraftmomenter på et infinitesimalt stykke materiale. På
figur 2.6 ses en kasse med sidelængderne dx, dy og dz.
Betragtes kraftmomentet om O finder man at
Iω˙ = r × F = dx(σyxdy dz)k − dy(σxydx dz)k = (σyx − σxy)dx dy dz k (2.18)
Iω˙ = (σyx − σxy)dV k . (2.19)
Inertimomentet I går hurtigere mod nul end dV gør, da I ∝ dmR2 ∝ dV R2 hvor R er en
karakteristisk størrelse af objektet. Hvis ligningen skal gælde, må σxy = σyx, for ellers
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Figur 2.6 En kasse påvirket af shearstress.
skal vinkelaccelerationen gå mod uendelig, hvilket ikke kan lade sig gøre. På samme vis
gælder det for de andre ikke-diagonale elementer i tensoren, at de må være parvis ens.
Den endelige stresstensor bliver da
σ =
σxx σxy σxzσxy σyy σyz
σxz σyz σzz
 . (2.20)
Ofte vil σ være afhængig af positionen i et givent materiale og et tensorfelt bliver
nødvendigt for en fuldstændig beskrivelse af stresspåvirkningerne i materialet. Det er kun
for homogene stoffer at stresstensoren er uafhængig af positionen i stoffet.
2.2 Straintensoren
Som illustreret i forrige afsnit beskrives stress som en 2. rangs tensor med 9 komponenter.
Hver af disse stresskomponenter vil kunne give anledning til en deformation i stoffet, og
derfor må strainet også nødvendigvis beskrives ved en 2. rangs tensor. I det følgende vil
vi illustrere, at dette er korrekt og udlede straintensoren.
Forskydningen af et punkt fra x til x′ kan skrives som u = x − x′. Størrelsen u
afhænger af den oprindelige position og derfor må u være en funktion af x, u = u(x).
Man kalder u(x) for forskydningsfeltet, og ud fra dette kan vi finde de nye koordinater
efter en given deformation,
x′ = x+ u(x) . (2.21)
Vi antager i det følgende, at der betragtes små deformationer af materialet, sådan at hvis
L er en karakteristisk størrelse for materialet, så må det gælde for alle x at |u(x)|  L
[12, s. 122].
En deformation indebærer, at forholdet mellem vinkler og længder i materialet ændres.
Derfor er eksempelvis parallelforskydninger og rotationer ikke deformationer. For at
afgøre om der er tale om en deformation, vil vi nu udlede straintensoren. Vi betragter
deformationen af en vektor dx, der forbinder punktet P med stedvektor x0 = (x0, y0, z0)
og punktet Q med stedvektor x = (x, y, z), altså dx = x − x0. Dette er illustreret på
figur 2.7.
Efter en deformation er disse punkter nu blevet til P ′ og Q′, med stedvektorerne
x0 + u(x0) og x+ u(x). Vektoren imellem de to punkter, dx′ er nu
dx′ = x+ u(x)− (x0 + u(x0)) = x− x0 + u(x)− u(x0) (2.22)
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Figur 2.7 Deformation af en vektor dx
Da u er en vektor, kan den betragtes komposantvis, u(x) = (u1(x), u2(x), u3(x)). For u1
fås nu,
du1(x, y, z) =
∂u1
∂x
dx+
∂u1
∂y
dy +
∂u1
∂z
dz = (∇u1) · dx . (2.23)
Tilsvarende kan laves for u2 og u3. Vi kan nu skrive dx′ pænere ved indeksnotation, så
dx′i = dxi +
∑
j
∇uidxj . (2.24)
Det ses, at det kun er summen, der giver anledning til en deformation i materialet, hvorfor
denne nu kun betragtes. Elementerne i ∇ui er af formen ∂ui/∂xj og udgør en 2. rangs
tensor. Deles denne op i en symmetrisk og en antisymmetrisk del fås
∂ui
∂xj
=
1
2
(
∂ui
∂xj
− ∂uj
∂xi
)
+
1
2
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
= aij + ij . (2.25)
Den antisymmetriske del, a, udtrykker rotationer, der bevarer de relative forhold i
materialet [7, s. 39-4]. Den symmetriske del af tensoren, , angiver derimod egentlige
deformationer og kaldes straintensoren. Det ses af definitionen
ij =
1
2
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
, (2.26)
at tensoren er symmetrisk, således at ij = ji. Derved bliver den endelige straintensor
 =
xx xy xzxy yy yz
xz yz zz
 . (2.27)
De forskellige elementer i straintensoren har forskellig betydning ved en deformation.
Diagonalelementerne, ii, beskriver deformationer langs de valgte koordinatakser. De
14 Elasticitet
ikke-diagonale elementer beskriver shearstrainet, der skævvrider materialet i forhold til
de valgte akser. Et materiale kan stadig være sheardeformeret, selvom der udelukkende
er elementer i diagonalen, såfremt disse elementer ikke er ens. Dette skyldes, at der
altid findes en basis i hvilken  kan diagonaliseres. En ægte bulkdeformation sker, når
diagonalelementerne er ens, altså når xx = yy = zz. Dette vil kunne forekomme ved et
hydrostatisk tryk. I kartesiske koordinatsystemer kan den relative volumenændring af et
materiale approksimeres med sporet af straintensoren. Først betragter vi differentialet af
volumenet
dV =
∂V
∂x
dx+
∂V
∂y
dy +
∂V
∂z
dz (2.28)
som divideret igennem med V og ved brug af V = LxLyLz giver
dV
V
=
1
Lx
∂Lx
∂x
dx+
1
Ly
∂Ly
∂y
dy +
1
Lz
∂Lz
∂z
dz . (2.29)
Det gælder at ∂Li∂xi dxi = dLi hvilket sammenholdt med ligning (2.29) giver
dV
V
=
dLx
Lx
+
dLy
Ly
+
dLz
Lz
(2.30)
dV
V
= xx + yy + zz = Tr() (2.31)
2.3 Hookes lov
Har vi et elastisk materiale, kan stresstensoren og straintensoren relateres til hinanden.
Antages det, at Hookes lov gælder for alle punkter i materialet, er dette det samme som
at sige, at stresset er lineært proportionalt med strainet. Dette medfører, at hvert element
i stresstensoren er relateret til hvert element i straintensoren
σij =
∑
k,l
Cijklkl . (2.32)
Cijkl kaldes elasticitetstensoren, og da den relaterer to 2. rangs tensorer til hinanden er
Cijkl selv en tensor af 4. rang, jvf. appendiks A. En tensor af 4. rang har som bekendt 81
elementer, men grundet symmetri i både stress- og straintensoren, reduceres antallet af
forskellige elementer i elasticitetstensoren til 36.
For en Hookesk fjeder, kan det arbejde, der skal til for at strække fjederen, skrives
som w = 12kx2. På samme måde kan det arbejde, der skal til for at forskyde et enkelt
punkt i materialet, ifølge [7, s. 39-4], skrives som
w =
1
2
∑
i,j,k,l
Cijklijkl , (2.33)
hvor w udgør en energidensitet. Dermed bliver det totale arbejde for hele materialet
W =
∫
V
1
2
∑
i,j,k,l
Cijklijkl dV . (2.34)
Men ligning (2.33) har også en indvirkning på konstanterne Cijkl. Ifølge [10, s. 78], gælder
det at
σxx =
∂w
∂xx
. (2.35)
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Anvendes ligning (2.35) på ligning (2.33) fås
σxx =
1
2
∑
kl
(Cxxkl + Cklxx) kl . (2.36)
Sammenholdes ligning (2.36) med ligning (2.32), ses det at Cxxkl = Cklxx, eller mere
generelt Cijkl = Cklij . Vi har altså helt generelt, at følgende gælder for konstanterne i
elasticitetstensoren
Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cklij . (2.37)
Disse permutationer af ijkl betyder, at der maksimalt indgår 21 uafhængige konstanter i
elasticitetstensoren.
2.4 Viskoelasticitet
I de foregående kapitler har der været fokus på de elastiske egenskaber for faste stoffer.
Da projektet omhandler elastiske egenskaber for væsker, er det oplagt kort at redegøre
for, at væsker også besidder disse egenskaber og under hvilke forhold de gør det. Det
følgende afsnit er baseret på [16].
Hvis et stof påvirkes af en ydre kraft, kan arbejdet udført af kraften omsættes til
en ændring af den indre energi dU eller en ændring i entropien dS, hvilket er givet ved
termodynamikkens første lov
w = dU − q ⇔ F dx = dU − T dS . (2.38)
Afhængig af materialets egenskaber og systemets forhold, afsættes arbejdet forskelligt
fordelt på ændring af indre energi og entropi. Hvis man fastholder et billede af et stof,
som værende opbygget af fjederforbundne molekyler, kan en ændring i indre energi ses
som en oplagring af energi i disse fjedre, en strukturændring på lille skala. En ændring
i entropi svarer derimod til en større strukturændring for hele stoffet, hvor molekylers
placering i forhold til hinanden ændres mere radikalt. Det er klart, at i et stof hvor den
overordnede atomare struktur er hårdt bundet, og de enkelte molekylers bevægelighed er
lille, vil arbejdet afsættes som elastisk energi i bindingerne mellem de enkelte molekyler.
Omvendt vil et arbejde primært afsættes som en ændring i entropi, hvis stoffet besidder
en mere fri struktur, som eksempelvis en væske eller en gas. Udover et stofs mekaniske
egenskaber, er den karakteristiske tid for det udførte arbejde også relevant for, hvordan
arbejdet afsættes i stoffet. Hvis arbejdet udføres over en tid, der er mindre, end tiden det
vil tage molekylerne at omfordele sig i stoffet, vil arbejdes afsættes som elastisk energi. I
det følgende illustreres en model for et stof, som skal belyse disse egenskaber i en relevant
sammenhæng.
I 1800-tallet opstillede Maxwell en simpel model for et stof, bestående af en fjeder og
et stempel. Dette er illustreret på figur 2.8. Fjederen repræsenterer de elastiske egenskaber
i stoffet, mens stemplet repræsenterer dets viskøse egenskaber. Det noteres, at modellen
kun kvalitativt kan illustrere responset fra et stofelement der påvirkes udefra, men ikke
kvantitativt gengive et virkeligt stof.
Figur 2.8 Maxwell-model for en væske, bestående af en serieforbindelse af en fjeder og et stempel.
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Modellen kan bruges til at undersøge, hvordan en væske opfører sig, når den påvirkes
af et shearstress σ. Dette stress vil være ens for både de elastiske og viskøse egenskaber,
hvorfor de to elementer sidder i serie. Sammenhængen mellem det påførte stress, σ, og
resulterende strain, , og stress og strain i de enkelte komponenter er derfor givet ved
σ = σf = σs (2.39)
 = f + s (2.40)
hvor indeks f og s henviser til henholdsvis fjederen og stemplet. Sammenhængen mellem
stress og strain i hver af komponenterne er klassisk givet ved Hookes lov og laminart flow
σf = G∞f , σs = η˙s (2.41)
hvor G∞ er shearmodulet for en væske, når den er så elastisk som den kan være, og η er
viskositeten. Differentieres ligning (2.40) i forhold til tiden, og sammenholdes med ligning
(2.39) og ligning (2.41), finder man
˙ =
σ˙
G∞
+
σ
η
⇔ (2.42)
η˙ = τ σ˙ + σ , (2.43)
hvor τ = η/G∞ angiver en form for iboende tidsskala i stoffet og kaldes Maxwell-tiden.
Hvis man betragter et harmonisk påført stress, har man følgende for stress og strain
σ = σ0eiωt ,  = 0ei(ωt+δ) , (2.44)
hvor δ er en evt. faseforskydning mellem påført stress og resulterende strain. Under disse
betingelser finder man for ligning (2.43)
iωη = iωτσ + σ ⇔ (2.45)
σ =
η
τ + 1iω
⇒ (2.46)
G(ω) =
η
τ − i 1ω
. (2.47)
Heraf opnås et frekvensafhængigt shearmodul for en væske, der påvirkes af et harmonisk
stress. I grænserne hvor frekvensen for påvirkningerne er henholdsvis meget stor og meget
lille, finder man
G ≈ iωη , ω → 0 (2.48)
G ≈ G∞ , ω →∞ . (2.49)
Det ses af ovenstående, at i højfrekvensgrænsen, er det kun væskens elastiske egenskaber,
der er af betydning, mens det i lavfrekvensgrænsen kun er de viskøse egenskaber. Dette
betyder, at det shearmodul man vil måle for en væske, til dels afhænger af væskens
iboende mekaniske egenskaber, udtrykt ved τ , men også under hvilke forhold de elastiske
egenskaber undersøges angivet ved ω.
Når frekvensen for stresspåvirkningerne går mod nul, ses det af ligning (2.48), at
shearmodulet ligeledes går mod nul. Dette er forståeligt, da der er tilstrækkelig tid for
stoffet til at flyde viskøst mellem stresspåvirkningerne, og det vil derfor ikke deformeres
elastisk. Det er derved de viskøse egenskaber der dominerer ved lave frekvenser. I dette
tilfælde er G et imaginært tal og strainet 90◦ ude af fase med stresset. Det bemærkes
også, at viskositeten er en betydende faktor ved lave frekvenser. Da den er yderst
temperaturafhængig vil temperaturen have stor betydning for, hvornår stoffet udelukkende
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opfører sig viskøst. Viskositeten stiger med faldende temperatur, derved vil stoffet forlade
det viskøse område ved lavere frekvenser som temperaturen sænkes.
Ved høje frekvenser er det omvendt de elastiske egenskaber, der dominerer. Under
disse forhold vil ingen molekyler kunne nå at flytte sig i én retning, før der kommer
stresspåvirkning i den modsatte retning. Her er G et reelt tal og strainet varierer i fase
med stresset. I denne grænse vil der lagres elastisk energi, og kun afsættes en minimal
energimængde som følge af den gnidning, der opstår ved bevægelse af væsken. Dette
betyder, at væsken vil opføre sig som et elastisk stof ved høje frekvenser, hvilket også
karakteriseres som glasopførsel.
I mellemområdet hvor G er et kompleks tal, besidder væsken både elastiske og viskøse
egenskaber, og er altså viskoelastisk.
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3 Cauchyrelationen
Da formålet med dette projekt er, at undersøge om der findes en relation mellem K∞
og G∞, vil vi i dette afsnit redegøre for tidligere udført arbejde omhandlende samme
problemstilling.
Som beskrevet i projektets indledning, opstillede Cauchy i 1800 - tallet en model
for faste stoffer. Det karakteristiske ved denne model var en antagelse om, at alle ato-
mare interaktioner udelukkende var centralsymmetriske. Denne antagelse reducerer det
maksimale antal af uafhængige elastiske konstanter i et materiale fra 21 til 15. Ifølge
[1] betegnes de relationer, der opstår mellem de elastiske konstanter ved antagelse om
centralsymmetriske kræfter, som Cauchyrelationerne, altså et sæt af relationer. Hvis vi
betragter elasticitetstensoren, Cijkl, skriver [1] relationerne som
Cααββ = Cαβαβ (3.1)
Cαβγγ = Cαγβγ , (3.2)
hvor α, β og γ i vores notation svarer til i, j og k. Det viser sig flere steder i litteraturen,
at man med betegnelsen „Cauchyrelationen“ mener en helt bestemt relation, og ikke et
helt sæt af relationer. I en artikel af Zwanzig og Mountain skrives Cauchyrelationen som
[19]
K =
5
3
G (3.3)
hvor K er bulkmodulet og G er shearmodulet. Denne relation udspringer af både de
overordnede relationer angivet i ligning (3.1) og ligning (3.2), og en yderligere antagelse
om maksimal symmetri i materialet, at det er fuldstændigt isotropt. I denne situation,
med udelukkende centralsymmetriske vekselvirkninger og total isotropi, reduceres antallet
af uafhængige elastiske konstanter til én. Som følge heraf opnår man Cauchyrelationen i
ligning (3.3).
3.1 Teoretisk udledning af Cauchyrelationen
Vi vil i det følgende vise, hvorledes reduktionen af elastiske konstanter sker i tilfældet,
hvor der indgår kubisk symmetri. Dette afsnit er inspireret af [7].
Når der indgår kubisk symmetri, skal det gælde, at en rotation på 90 grader omkring en
af akserne ikke ændrer på krystallens egenskaber, dvs Cxxxx = Cyyyy = Czzzz. Ydermere
skal der gælde, at en spejling i enten xy-, xz- eller yz- planet, heller ikke ændrer på
krystallens egenskaber. Spejles der eksempelvis i xz-planet, vil y → −y, hvilket medfører
at yx → −yx. Men ses der nu tilbage på ligning 2.33
w =
1
2
∑
i,j,k,l
Cijklijkl ,
ses det, at energien kun forbliver den samme, hvis Cxxxy = −Cxxxy. Dette lader sig kun
gøre hvis Cxxxy = −Cxxxy = 0.
Samme argument kan mere generelt vise, at hvis der kun indgår et enkelt y i Cαβγδ,
hvor α, β, γ, δ kan være enten x eller y, da skal denne konstant være nul. Vi har lige
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argumenteret for, at der ingen forskel måtte være på krystallens egenskaber, hvis denne
blev roteret 90 grader om en af akserne. Af denne grund skal det gælde, at
Ciiii = Cjjjj
Ciijj = Cjjii
Cijij = Cjiji = Cijji = Cjiij (3.4)
Det gælder altså helt generelt for en krystal med kubisk symmetri, at der kun indgår
tre forskellige konstanter i den fjerderangstensor, der forbinder stress og strain. Nu vælges
Cxxxx som repræsentant for elementerne af typen Ciiii. Tilsvarende er Cxxyy repræsentant
for Ciijj , og Cxyxy er repræsentant for Cijij . Ved at benytte ligning (3.4), bliver det
muligt at skrive ligning (2.33) som
w =
1
2
Cxxxx
(
2xx + 
2
yy + 
2
zz
)
+ Cxxyy (xxyy + xxzz + yyzz)
+ 2Cxyxy
(
2xy + 
2
xz + 
2
yz
)
. (3.5)
For at bestemme konstanterne i elasticitetstensoren, Cijkl, må man antage en lov
om kræfterne mellem atomerne i et givent materiale. Da vi beskæftiger os med elastiske
materialer, bliver den lov vi antager mellem atomerne naturligt Hookes lov. Vi vælger
ydermere, at kraften mellem to atomer er centralsymmetrisk.
Vi vil nu se på en kubisk krystal, til dette formål har vi konstrueret figur 3.1. Denne
figur er tegnet i xy-planen, men det skal implicit forstås, at det er en tredimensionel krystal.
På figur 3.1 har vi valgt, at placere vores koordinatsystem således, at der på pladsen
(x, y) = (0, 0) ligger et atom. Lad os fremtidigt benævne dette atom med nummeret
1. Vi vælger atomet direkte til højre for atom nummer 1 som havende nummeret 2,
derefter fortsætter nummereringen imod uret. Afstanden til de nærmeste atomer inden
forskydningen vælges til at være a, hvorved det følger, at afstanden til de næstnærmeste
atomer er
√
2a. Ydermere ses det, at de fjedre der symbolsk betegner bindingerne mellem
atomerne har forskellige fjederkonstanter. Fjederkonstanten imellem de atomer der er
nærmeste naboer er givet ved k1, mens fjederkonstanten imellem de atomer der er
næstnærmeste naboer er k2. Det følger da, at det i denne model gælder, at kraften mellem
to partikler, der er placeret som hinandens naboer er F1 = −k1x, og kraften mellem en
partikel og dens næstnærmeste nabo er F2 = −k2x.
Figur 3.1 Krystalgitter i xy-planen
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Lad os nu antage, at krystallen påvirkes med et stress, der forårsager et homogent
strain i krystallen. Dette vil medføre, at krystallens indre struktur bliver forskudt. Vi
nøjes med at betragte en situation, hvor der kun er strainkomposanter i retningerne xx,
yy, og xy. Hvorved forskydningsfelterne er givet ved følgende ligning
ux = xxi+ xyyi
uy = yyyj + yxxj . (3.6)
For at kunne visualisere forskydningen har vi konstrueret figur 3.2.
Figur 3.2 Forskydning af krystallens atomer
Ud fra forskydningen kan vi nu udregne den energi, der er oplagret i fjedrene. Men
lad os først konstruere tabel 3.1, hvor forskydningsfelterne af hver partikel er opskrevet
ved at indsætte atomernes koordinater i ligning (3.6).
Lad os først betragte ændringen af den fiktive fjeder, der forbinder de atomer, der er
nærmeste naboer. For at vise det generelle, beskrives her som eksempel forskydningen af
atom nummer 2, der inden forskydningen har positionen (a, 0). Forskydningen benævnes
∆a og er givet ved
∆a = a′ − a =
√
(a+ ux)
2 + (uy)
2 − a . (3.7)
Da vi befinder os i området, for hvilket Hookes lov gælder, det vil sige små deformationer,
vil det være rimeligt, at lave en Taylorudvikling af a′ til første orden. Denne præsenteres
Atom Placering, (x, y) ux uy
1 (0, 0) 0 0
2 (a, 0) axx ayx
3 (a, a) a (xx + xy) a (yy + yx)
4 (0, a) axy ayy
5 (−a, a) a (−xx + xy) a (yy − yx)
6 (−a, 0) −axx −ayx
7 (−a,−a) −a (xx + xy) −a (yy + yx)
8 (0,−a) −axy −ayy
9 (a,−a) a (xx − xy) a (−yy + yx)
Tabel 3.1 Forskydningsfelterne for hvert atom
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nedenfor
a′ =
√
(a+ ux)
2 + (uy)
2 = h (ux, uy)
a′ ≈ h (0, 0) + ∂h
∂ux
(0, 0)ux +
∂h
∂uy
(0, 0)uy = a+ ux . (3.8)
Anvendes dette resultat sammen med ligning (3.7) og ligning (3.6) opnås følgende udtryk
for forskydningen
∆a = ux, . (3.9)
Da vi har betragtet atom 2 med koordinaterne (0,a) før forskydningen fås ved brug af
ligning (3.6) i ligning (3.9)
∆a = axx. (3.10)
Det ses heraf at naboatomernes indbyrdes forskydning til første orden, kun afhænger
af forskydningen i retningen rettet langs den direkte linie mellem atomerne. Denne
approksimation vil blive anvendt herfra og frem.
Forskydningen mellem de næstnærmeste benævnes ∆l. For ∆l benyttes ligeledes en
førsteordens Taylorapproksimation
∆l ≈ 1√
2
(ux + uy) . (3.11)
Det er nu muligt, at opskrive energien fra hvert enkelt atom, u = 1/2k(∆x)2. Den samlede
energi, U0, fra de otte betragtede atomer fremkommer ved summering,
U0 =
a2
2
[k12xx +
k2
2
(xx + xy + yy + yx)
2 (3.12)
+k12yy +
k2
2
(xx − xy − yx + yy)2
+k12xx +
k2
2
(xx + xy + yy + yx)
2
+k12yy +
k2
2
(xx − xy + yy − yx)2 ] .
Ydermere skal der til dette udtryk tillægges
k2a
2
(
2xx + 
2
yy
)
, (3.13)
hvilket kommer fra en forskydning af de atomer, der ligger i de to naboplan [7, s. 39-12].
Vi kan nu relatere ovenstående til energidensiteten, w. Energien U0 som vi har
udregnet ved at betragte forskydningen i forhold til ét atom, er to gange energien pr.
atom, da energien for hver fjeder skal fordeles til to atomer. Der eksisterer et atom pr.
enhedsvolumen,a3, hvilket er givet ved den tomme plads omkring hvert atom. Dermed
opnås følgende udtryk for energidensiteten
w =
U0
2a3
. (3.14)
Hvis der ganges ud i ligning (3.12) og tillægges udtrykket i ligning (3.13), da kan følgende
udtryk for energidensiteten opnås
w =
k1 + 2k2
2a
(
2xx + 
2
yy
)
+
k2
a
xxyy +
2k2
a
2xy . (3.15)
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I eksemplet var der ingen strain i z-aksens retning. Det følger heraf, at den samlede energi,
for krystallen kan opskrives udfra ligning (3.5), dog blot hvor alle strainkomposanter i
z-retningen er nul. Dette giver følgende energi
w =
1
2
Cxxxx
(
2xx + 
2
yy
)
+ Cxxyyxxyy + 2Cxyxy2xy . (3.16)
Sammenholdes ligning (3.15) med ligning (3.16) opnås
w =
1
2
Cxxxx
(
2xx + 
2
yy
)
+ Cxxyyxxyy + 2Cxyxy2xy
=
1
2
k1 + 2k2
a
(
2xx + 
2
yy
)
+
k2
a
xxyy +
2k2
a
2xy , (3.17)
hvoraf det følger at
Cxxxx =
k1 + 2k2
a
, Cxxyy =
k2
a
, Cxyxy =
k2
a
. (3.18)
Af ovenstående ses at
Cxxyy = Cxyxy , (3.19)
hvilket betyder at antallet af elastiske konstanter i denne model er reduceret til to.
Isotropt materiale
For et isotropt materiale gælder der endnu højere symmetri. Det skal være således, at σij
skal være relateret til ij , på en sådan måde at det ikke afhænger af koordinatsystemet.
Hvis dette skal gælde, kan relationen skrives som [12]
σij = 2µij + λ
(∑
k
kk
)
δij , (3.20)
hvor µ og λ er konstanter, og
∑
k kk er sporet af en tensor, der kan betragtes som
konstant, da den er invariant under koordinatskifte ifølge appendiks A. Sammenlignes
ligning (3.20) med σij =
∑
k,l Cijklkl, ses følgende sammenhænge
Cxyxy = µ , Cxxyy = λ , Cxxxx = 2µ+ λ . (3.21)
Anvendes definitionen på bulkmodulet K og sammenhængen mellem relativ volumenæn-
dring og straintensoren, ligning (2.31), finder man
p = −K∆V
V
= −KTr () . (3.22)
Sammenholdes dette med ligning (2.16), finder man
1
3
Tr
(
σ
)
= KTr
(

)
, (3.23)
hvor Tr
(
σ
)
kan udregnes fra ligning (3.20). Indsættes dette i ligning (3.23) opnås
1
3
(2µ+ 3λ)Tr
(

)
= KTr
(

)⇔ K = 2
3
µ+ λ . (3.24)
Hvis vi nu vender tilbage til eksemplet med den kubiske krystal, kan vi nu opnå den
sammenhæng, der giver os den endelige Cauchyrelation. For den kubiske krystal gælder
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Figur 3.3 En homogen blok der påvirkes af et tangentialstress, hvilket resulterer i en
sheardeformation.
det at, Cxxyy = Cxyxy jvf. ligning (3.19), hvorved det kan ses at µ = λ. Indsættes dette i
ligning (3.24), følger det at
K =
5
3
µ . (3.25)
Vi ønsker at opnå en sammenhæng mellem K og G, men har nu kun en sammenhæng
mellem µ og K. For at opnå en relation med G, ser vi nu på betydningen af µ. Det vides
fra ligning (3.21) at µ = Cxyxy. Vi forestiller os nu en situation, hvor vi udsætter en
blok, af et isotropt materiale, for et tangentielt stress i x-aksens retning, på siden med
normalen i y-aksens retning, som vist på figur 3.3. Her er shearmodulet givet ved
σxy = G
∆x
Ly
. (3.26)
Det følger yderligere at ligning (3.20) reducerer til
σxy = 2µxy . (3.27)
Vi vil nu gerne relatere ∆x/Ly til xy. Dette gøres ved at betragte forskydningsfeltet u,
som opstår på grund af det påførte stress, jvf. figur 3.3. I dette tilfælde har u kun en
komposant, ux = ∆xLy y, og sammenholdt med definitionen af xy, ligning (2.26), opnår
man
xy =
1
2
(
∂ux
∂y
+
∂uy
∂x
)
=
1
2
∆x
Ly
. (3.28)
Indsættes dette i ligning (3.26) opnås
σxy = 2Gxy , (3.29)
hvilket sammen med ligning (3.27) giver at
µ = G . (3.30)
Indsættes dette i ligning (3.25), opnås Cauchyrelationen
K =
5
3
G . (3.31)
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3.2 Undersøgelser af Cauchyrelationen
I dette afsnit vil vi ud fra en række videnskabelige artikler forsøge at give et indblik i
tidligere undersøgelser af Cauchyrelationen. Der er lavet både teoretiske og eksperimentelle
undersøgelser af denne sammenhæng, og vi kommer ind på begge i det følgende.
I 1965 udledte Zwanzig og Mountain teoretisk en generaliseret Cauchyrelation[19]
K∞ =
5
3
G∞ + 2 (P − ρkbT ) , (3.32)
hvor∞ angiver, at der er tale om det givne modul ved høje frekvenser. I ligning (3.32) er P ,
ρ = N/V , kb og T hhv. trykket, partikeldensiteten, Boltzmanns konstant og temperaturen.
Denne generaliserede relation giver en affin sammenhæng mellem de to moduler, i kontrast
til den oprindelige Cauchyrelation hvor modulerne er proportionale. For at få en idé om
betydningen af det sidste led i ligning (3.32), indsætter vi nogle typiske værdier for de
indgående parametre,
2 (P − 2ρkbT ) = 2
(
105Pa− 1028m−310−23 JK10
2K
)
≈ −107Pa . (3.33)
Typiske bulkmoduler er af størrelsesordenen 109Pa, så det ekstra led vil under normale
omstændigheder ikke have en stor indflydelse ved bestemmelsen af modulerne. I udled-
ningen af denne generaliserede Cauchyrelation antager Zwanzig og Mountain samme
omstændigheder, som er gældende for den oprindelige Cauchyrelation, at materialet
var isotropt, og at der samtidig var centralsymmetriske kræfter mellem partiklerne. De
bemærker, at under de rigtige betingelser hvor både T → 0 og P → 0, vil ligning (3.32)
reducere til ligning (3.3),
K∞ =
5
3
G∞ .
Det teoretiske arbejde udført af Zwanzig og Mountain er videreført eksperimentelt
i flere artikler. Krüger m.fl. undersøger sammenhængen mellem shear- og bulkmodu-
let for forskellige materialer ved hjælp af en eksperimentel metode kaldet Brillouin
spektroskopi[11]. Vi vil ikke her komme nærmere ind på, hvad denne teknik indebærer,
udover at man kort fortalt måler udbredelsen af de transversale og longitudinale lydbølger
og derefter relaterer disse til de to moduler. I artiklen måler de på hærdende epoxy. De
opskriver således en relation for en kubisk krystal1
Cxxyy = Cyzyz , (3.34)
Dette stemmer overens med resultatet for vores egen behandling af en kubisk krystal,
ligning (3.19) vha. ligning (3.4). Krüger m.fl. beskriver desuden hvordan et stof opbygget
af nano-kubiske krystaller, der opfylder ligning (3.34), udviser isotropi på makroskopisk
skala, og de angiver i den forbindelse Cauchyrelationen for et sådan materiale,
C isoxxxx = 3 · C isoyzyz . (3.35)
Ifølge Krüger m.fl. angiver Cxxxx det longitudinale modul og Cyzyz shearmodulet. Det
longitudinale modul er givet ved Cxxxx = M = K + 4/3G, Cyzyz = µ jvf. ligning (3.21)
og µ = G jvf. ligning (3.30) ses det at ligning (3.35) er ækvivalent med K = 5/3G.
I artiklen beskriver de udførte eksperimenter med n-CeO22, hvorfra de finder den
affine sammenhæng
C isoxxxx = 3 · C isoyzyz +A (3.36)
1 [11] benytter Voigt notation med følgende definitioner:1 = xx, 2 = yy, 3 = zz, 4 = yz, 5 = zx, 6 = xy.
I denne notation er Cxxyy = Cyzyz ensbetydende med C12 = C44
2 Cerium Oxid, et keramisk materiale
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hvor A er et konstant led i størrelsesordenen 51GPa for det undersøgte stof. Den fundne
sammenhæng i ligning (3.36) minder om den generaliserede Cauchyrelation udledt af
Zwanzig og Mountain, ligning (3.32), men A er væsentlig større end estimatet, vi lavede
tidligere. En af konklusionerne i [11] er, at konstanten A kan betragtes som et mål for, i
hvor høj grad det anvendte krystallinske materiale er isotropt på makroskopisk skala.
Krüger m.fl. nævner, at ligning (3.34) og ligning (3.35) ikke burde holde for amorfe
stoffer, men for at undersøge om dette er korrekt, har de testet sammenhængen mellem
de elastiske konstanter af hærdende epoxy3, der er et amorft stof. De finder, at der rent
faktisk er en lineær sammenhæng svarende til den fundne i ligning (3.36)
C∞xxxx = 3 · C∞yzyz +A′ , (3.37)
hvor A′ i denne sammenhæng er meget mindre og i omegnen af 3GPa.
Resultaterne fremsat af Krüger m.fl. er interessante, fordi de på sin vis opfylder
Cauchyrelationen. De har haft succes med at kunne reproducere en hældning for denne
rette linie på 3 i tilfældet af deres forsøg med tre forskellige materialer. Afvigelsen mellem
de tre eksperimenter har ligget i forskydningskonstanten A. Det er derfor interessant om
vi vil se samme tendens ved vores målinger på tre forskellige væsker.
Vi vender nu fokus mod den eksperimentelle del af projektet. For at afgøre i hvilket
temperaturområde det er interessant at måle bulkmodulet laver vi først en bestemmelse
af glastemperaturen.
3 DGEBA/DETA
4 Bestemmelse af glasovergangen
Grundet forsøgsopstillingen for bulktransduceren1, er der flere grunde til at bestemme
glastemperaturen for MPG, DPG og TPG. Vi vil i dette afsnit præcisere disse grunde,
give en fænomenologisk forklaring på hvad en glas er, samt forklare hvorledes vi har
bestemt glasovergangen.
En grund til at bestemme glasovergangen er at sikre, at bulktransduceren ikke øde-
lægges. Dette kan for eksempel ske, hvis væsken ved nedkøling udfylder hele det indre
af transduceren og bliver så viskøs, at den ved den opvarmning ikke kan komme op af
stigrøret. Problemet bliver her, at væsken under opvarmningen vil ekspandere og dermed
mase transduceren fra hinanden. For det andet er der et opadtil begrænset frekvensinterval
at måle i grundet resonans i transduceren som følge af forsøgsopstillingen, jvf. kapitel 5. I
dette frekvensinterval skal K∞ opnås. Eftersom K∞ opnås ved lavere frekvenser for højere
viskositet, og viskositeten er temperaturafhængig, er det en fordel at komme så langt ned
i temperatur som muligt. Der eksisterer af disse grunde en balancegang mellem at køle så
langt ned, at K∞ kan bestemmes uden at ødelægge transduceren. Det er derfor væsentligt
at kunne give et rimeligt bud på et relevant temperaturinterval at måle i, særligt når
et temperaturprogram tager fem dage at gennemløbe. Ydermere kan en undersøgelse af
glasovergangen give et bud på, om væsken har tendens til at krystallisere. Ved denne
proces kunne man forestille sig, at de dele af væsken, som inden krystallisationen ligger
helt tæt på kanten af transduceren, ved krystallisation trækker sig sammen og river de
elektroder, der er påsat indersiden af transduceren, af og derved ødelægger transduceren.
Lad os først fænomenologisk forklare hvad en glas er. Ved nedkøling af væsker,
kan disse enten krystallisere eller underafkøle. Når der snakkes om glas, er det kun
underafkølede væsker, der er interessante. Når en væske er underafkølet, og den fortsat
nedkøles, kommer glasovergangen. I denne overgang udpeges glastemperaturen, Tg, ved
hvilken en underafkølet væske siges at være blevet til en glas. Tg er i groveste definition
den temperatur, hvor den betragtede væske ikke flyder i den tid, der måles på den[3].
En underafkølet væske kan opnås ved både langsom og hurtig nedkøling, dog forventes
glasovergangen at forekomme ved lavere temperaturer ved langsom nedkøling.
Vi vil nu kort præsentere, hvad der forventes at ske ved glasovergangen. Vi vil tage
historisk udgangspunkt i Ehrenfests beskrivelse af faseovergange, i hvilken faseovergangene
bliver karakteriseret ved diskontinuiteter i de afledede af Gibbs fri energi med hensyn til
temperaturen. Således karakteriseres en førsteordens faseovergang som en diskontinuitet i(
∂G
∂T
)
p
= −S , (4.1)
hvilket er en almindelig faseovergang fra eksempelvis fast stof til væske. Glasovergangen
bliver i denne karakterisering betegnet som en anden ordens faseovergang, hvilket giver
diskontinuitet i (
∂2G
∂T 2
)
p
= −
(
∂S
∂T
)
p
= −Cp
T
. (4.2)
1 Bulktransduceren benyttes til at bestemme bulkmodulet for væskerne. Bulkmodulet beskrives i kapitel
5
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For at denne størrelse skal være diskontinuert, må det kræves, at Cp er diskontinuert. I
dag ved man dog, at det ikke er en egentlig diskontinuitet i Cp men nærmere en voldsom
ændring af denne inden for et meget lille temperaturinterval [3, s. 10].
Vi har foretaget en kalorimetrisk varmekapacitetsmåling af de stoffer, vi ønsker at
måle shear- og bulkmodulet af, for at undersøge ved hvilke temperaturer glasovergan-
gen indfinder sig, samt om der eventuelt sker krystallisation. Vi har foretaget to typer
varmekapacitetsmålinger med et termoelement; hurtig nedkøling med måling af glastempe-
raturen ved den efterfølgende opvarmning og en måling af glastemperaturen ved langsom
nedkøling af væsken. Outputtet fra målingerne er en termospænding, hvortil der eksisterer
en tilhørende konverteringstabel, der giver temperaturen ud fra spændingen. Tabellen er
vedlagt i appendiks H. Vi har for DPG foretaget to målinger af hver type, mens vi for
MPG lavede to målinger ved hurtig nedkøling. For TPG lavede vi en måling af hver type.
Ved den hurtige nedkøling køles væsken hurtigt med flydende kvælstof til ca. 77K. Efter
dette placeres væsken i en flamingokasse, for at sænke hastigheden hvormed opvarmningen
sker. Flamingokassen har i 5 minutter haft et reagensglas med flydende kvælstof indsat,
hvilket reducerer opvarmningshastigheden. Herefter måles temperaturen løbende, og
temperaturændringen, dT/dt, beregnes samtidig. På denne måde kan vi nu få en grafisk
sammenhæng mellem T og dT/dt.
Ved den langsomme køling befinder væsken sig i en sonde, der nedsænkes i et reagens-
glas; sonden er ikke i kontakt med reagensglasset, men holdes isoleret af den omgivende
luft. Reagensglasset sænkes nu ned i flydende kvælstof, og T og dT/dt registreres.
For en væske, der enten køles eller opvarmes kan varmestrømmen, dQ/dt, bestemmes
ved Newtons kølingslov
dQ
dt
= hA∆T = hA (To − T ) , (4.3)
hvor h angiver varmeflytningskoefficienten, A angiver overfladearealet af væsken, To
angiver temperaturen af omgivelserne, og T angiver temperaturen af prøven. Det vides
ydermere, at under antagelse af konstant tryk gælder det at
Q = Cp∆T = Cp (To − T ) . (4.4)
Indsættes dette i ligning (4.3) opnås, under antagelse af, at temperaturen af omgivelserne
er konstant
dT
dt
=
hA
Cp
(To − T ) . (4.5)
Dette skulle under antagelse af, at h, A og Cp er konstanter give en ret linje, hvis man
plotter dT/dt som funktion af T .
Vi har dog lige argumenteret for, at man i glasovergangen vil forvente en kraftig ændring
i Cp. Dette vil få den før omtalte rette linje til at foretage et knæk ved glasovergangen,
hvilket vil blive benyttet til at bestemme glasovergangen.
Som nævnt gælder det ifølge Newtons kølingslov, at varmestrømmen fra væsken til
omgivelserne er proportional med temperaturforskellen mellem væsken og omgivelserne.
Da væsken er koldere end omgivelserne vil dT/dt være positiv, da væsken opvarmes. Plottet
af T og dT/dt vil være en ret linie, så længe denne lov gælder. En mulig krystallisation
af væsken vil kunne ses ved, at dT/dt bliver nul, så hvis væsken krystalliserer, vil dette
kunne ses på grafen.
Figurerne 4.1, 4.2 og 4.3 viser resultatet af målingerne for hhv. MPG, DPG og
TPG. På figur 4.1, ses der med god tilnærmelse to forskellige rette linjer i intervallerne
[−7mV : −5mV] og [−4mV : 1mV]. Grunden til at linjerne ikke er helt rette må skyldes
en mindre temperaturafhængighed i h og/eller Cp. Vi har bestemt hakket i intervallet
]− 5mV : −4mV[, som glasovergangen. For at være konsistente i, hvorledes vi fastsætter
glastemperaturen, vælger vi at aflæse denne, der hvor knækket har den mindste værdi,
da denne opførsel ses på samtlige målinger.
29
Figur 4.1 Varmekapacitetsmåling af MPG
Figur 4.2 Varmekapacitetsmåling af DPG
Figur 4.3 Varmekapacitetsmåling af TPG
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Som nævnt har vi for TPG både bestemt glasovergangen for afkøling samt opvarmning.
Bestemmelse af glastemperaturen for opvarmningen følger metoden beskrevet for MPG.
For den langsomme nedkøling ses på figur 4.2 igen to tilnærmelsesvis rette linjer i
intervallerne [−8mV : −4mV] og [−3mV : 0mV] i overensstemmelse med teorien. Som før
fastsætter vi derfor glasovergangen til at forekomme i intervallet ]− 4mV : −3mV[. For at
være konsistente vælger vi glastemperaturen til at være der, hvor man ser en spids, da
denne opførsel ses ved alle målinger. Samme metode til bestemmelse af glastemperaturen
er benyttet for TPG. Glastemperaturen for de tre anvendte væsker er skrevet på graferne.
Vi har nu en idé om, hvor den nedre temperaturgrænse for undersøgelse af bulkmodulets
størrelse er. For de to væsker, hvor der både er foretaget langsom og hurtig køling, ses
det, at Tg ikke ser ud til at variere specielt meget med nedkølingshastigheden. Uanset
om væsken først er kølet langsomt eller hurtigt ned til 77K for derefter at blive varmet
langsomt op, er glastemperaturen nogenlunde den samme.
Det bemærkes, at der ikke ser ud til at være en lineær sammenhæng mellem kædelæng-
den af molekylerne i væsken og glastemperaturen. Da krystallisation medfører dTdt = 0, og
dette kun ses i endepunkterne, gives en forhåbning om, at der ikke vil ske krystallisation
i transduceren.
5 Bestemmelse af bulkmodulet
Vi vil i dette kapitel forklare, hvorledes vi har bestemt bulkmodulet. Dette sker ved brug
af en piezoelektrisk transducer, der er vist på figur 5.1. Den er formet som en hul kugleskal,
hvori den væske man ønsker at undersøge kan påfyldes. Kugleskallen består af et piezo-
elektrisk materiale belagt med et tyndt lag metal, hvorpå der er forbundet elektroder. Ved
påførsel af en elektrisk vekselspænding over kugleskallen, vil det piezoelektriske materiale
trække sig sammen eller udvide sig afhængigt af spændingens polaritet. Selve kugleskallen
fungerer som en elektrisk kondensator, når den påføres en spænding. Kuglens kapacitans
er kraftigt forbundet til de piezoelektriske egenskaber i materialet. Når materialet påvirkes
af et stress, ændrer materialets effektive dielektricitetskonstant sig [5]. Dette påvirker
direkte kuglens kapacitans. Det stress kuglen mærker afhænger selvfølgelig af, hvorvidt
der er væske inde i kuglen, samt stivheden af denne væske. Væskens stivhed S, defineret i
appendiks C, udtrykker dens elastiske egenskaber. Derved bliver den målbare elektriske
kapacitans direkte forbundet til væskens mekaniske stivhed, som igen er forbundet til
væskens bulkmodul.
Transduceren er placeret i en kryostat, drevet af flydende nitrogen. Kryostatens
temperatur kan ændres efter et afsluttet forløb af målinger, og man kan derved måle på
væskeprøven ved forskellige temperaturer. Transduceren er forbundet med et HP3458A
multimeter, der i forening med en Keithley AWFG, anvendes i frekvensområdet 10−3 -
102Hz, samt et HP4284A LCR-meter, der anvendes i frekvensområdet 102 - 106Hz. Der
Figur 5.1 Skematisk tegning af bulktransduceren.
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Figur 5.2 Skitsering af det eksperimentelle setup [9]
bruges flere generatorer, da de hver især er anvendelige i specifikke frekvensområder. Disse
to apparater er forbundet til et relæ, der gør det muligt at skifte automatisk mellem de
to frekvensområder. Et LCR-meter måler den komplekse kapacitans af transduceren. Det
hele kontrolleres af en computer, der sender information om input og opsamler output,
og gør det muligt automatisk at måle over begge frekvensområder. På figur 5.2 ses en
skitsering af opstillingen.
Da de målinger, der opnås ved brug af bulktransduceren er givet som kapacitanser, er
det nødvendigt at kunne omsætte dette til det egentlige bulkmodul. I de følgende afsnit
vil vi opstille en model for transduceren og udlede en sammenhæng mellem den målte
kapacitans og væskens bulkmodul.
5.1 Elektrisk netværksmodel af bulktransduceren
I dette afsnit vil vi angive en model for bulktransduceren, som senere vil blive brugt i de
eksperimentelle beregninger. Det første mål er, at få stillet en ligning op for systemet,
der sammenkæder stivheden af væsken med den målte kapacitans. Vi kommer frem
til en model, hvor der er fem ubekendte parametre. De fire kan bestemmes ved at
måle på en tom transducer, mens den femte kan beregnes teoretisk. Modellen er en
elektrisk analog til hele systemet, bestående af bulktransducerens elektriske og mekaniske
egenskaber samt væskens mekaniske egenskaber. Modellen er opstillet ud fra idéer fra
energibåndsformalismen, beskrevet i appendiks C.
5.1.1 Den tomme transducer
Som beskrevet fungerer bulktransduceren som en elektrisk kondensator, der afhænger
af det piezoelektriske materiale og væskens mekaniske egenskaber. På figur 5.3 ses den
model vi benytter til bestemmelse af bulkmodulet. For den tomme transducer er der
ingen væske. Væskens mekaniske egenskaber skal derfor heller ikke modelleres. På figur
5.3 ses dette som en kortslutning mellem toportene til højre.
Det elektriske input til systemet er en vekselspænding U over transduceren. Gennem
de piezoelektriske egenskaber transformeres den elektriske inputspænding til et mekanisk
respons i form af et normalstress på transducerens indhold. Derfor betegnes normalstresset
σn som den generaliserede spænding. Den generaliserede strøm udgøres af en volumenstrøm
V˙ .
Da U er det styrende potentiale for både den elektriske kondensator og det mekaniske
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Figur 5.3 Den elektriske model af bulktransduceren
respons, må den elektriske kondensator Ce være forbundet parallelt med det mekaniske
system gennem en transformator T .
På den mekaniske side har vi først og fremmest det piezoelektriske materiales egen-
skaber. Trægheden fra massen af skallen repræsenteres i en elektrisk model af en spole,
hvor størrelsen af selvinduktionskoefficienten, L, er afgørende for ’modstanden’ mod en
ændring af strømmen gennem spolen. Når kugleskallen trækker sig sammen eller udvider
sig, kan man forestille sig, at de intermolekylære kræfter i skallen fungerer som fjedre, som
vil søge at modvirke disse volumenændringer. I en elektrisk model vil dette repræsenteres
af en kondensator Cm. Derudover vil ændringerne i materialets geometri forårsage et
tab af energi i forbindelse med gnidningskræfter, hvilket repræsenteres af en elektrisk
modstand R.
Det er den samme volumenforskydningen af skallen, der giver anledning til de elastiske
egenskaber, trægheden og gnidningen. Derved er den generaliserede strøm V˙ også ens for
de tre elementer, og de skal derfor sidde i serie. Dette udgør vores model for den tomme
transducer.
5.1.2 Den fyldte transducer
Når transduceren fyldes med en væske, skal modellen korrigeres. Væsken kan modelleres
med en enkelt kondensator Cv, som repræsenterer væskens elastiske egenskaber. Hvis
kugleskallen trykker på væsken, vil en forskydning af skallen medføre en lige så stor
forskydning af væsken langs randen af kugleskallen. Dermed er den generaliserede strøm
den samme for transduceren og væsken, og i den elektriske analog af det mekaniske system,
må Cv derfor sidde i serie med Cm, L og R.
Der er nogle tekniske detaljer omkring måling på den fyldte transducer, der er værd
at diskutere. I første omgang kunne man argumentere for, at væskens tilstedeværelse
i transduceren også burde modellers af en spole og en modstand, for at repræsentere
henholdsvis den forskudte væskemasse og energitabet på grund af viskøs gnidning. Dette
behøver man dog ikke, da disse effekter kraftigt overgås af den væskestrømning, der
finder sted ud af kuglen gennem stigrøret. Da tværsnittet af stigrøret er meget lille, vil
væskehøjden i stigrøret stige meget, selvom volumenændringen af kuglen er lille i forhold
til kuglens totale volumen. Derfor vil væsken i stigrøret have langt større accelerationer
end væsken i selve kuglen. Ved modellering af væsken i transduceren, er det derfor langt
mere betydende at se på inertielle effekter af væsken i stigrøret frem for inertielle effekter
af væsken i selve kuglen. De inertielle effekter af væsken i stigrøret modelleres med en spole
med induktansen Ls. Samtidig vil den viskøse gnidning i væsken medføre et energitab,
svarende til en modstand, Rs. Da væskestrømmen er den samme, uanset om vi undersøger
inertielle effekter eller gnidningseffekter, må Ls og Rs sidde i serie i den elektriske model.
Når kuglen trykkes sammen, kan væsken enten presses sammen eller løbe ud af stigrøret.
Derfor må Ls og Rs sidde i parallelforbindelse med Cv. Denne model er illustreret på
figur 5.4.
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Figur 5.4 Model af transduceren og væskestigrøret
Som det kan ses i appendiks B, er impedansen af stigrøret givet ved Zs = iωLs +Rs,
og impedansen af væskens elastiske egenskaber givet ved ZC = 1/iωCv. Hvis impedansen
fra stigrøret er meget større end impedansen fra væskens elastiske egenskaber, vil væsken
ikke kunne løbe ud af transduceren. Det ses, at væsken ikke vil kunne løbe ud gennem
røret ved høje frekvenser, da de inertielle kræfter bliver for store. Modstanden Rs vil
stige ved lavere temperaturer, da den repræsenterer væskens viskositet. Så jo lavere
temperaturer, jo lavere kan frekvensen være, før væsken ikke løber ud igennem røret. Da
vi ikke er interesseret i, at måle på væsken under forhold hvor den bare kan løbe ud af
transduceren, kan vi se bort fra stigrøret, da det i praksis vil være lukket. Derfor kan vi i
den anvendte model helt se bort fra, at der løber en strøm uden om Cv, hvorfor Rs og Ls
fjernes fra modellen.
Det er centralt at vide, hvorvidt der under målingen eventuelt er isoterme eller
adiabatiske forhold. Ved kompression og ekspansion ændres væskens temperatur, mens
transducerens omgivelser er ved konstant temperatur inde i kryostaten. Spørgsmålet
er, om varmetransporten ud igennem væsken sker langsomt nok til, at man kan anse
processen som værende adiabatisk. Varmediffusionsligningen er givet ved
∂T
∂t
= D
∂2T
∂x2
(5.1)
hvor D er varmeledningskoefficienten, der for de relevante væsker ligger i omegnen af
10−7m
2
s . Af dimensionsgrunde ses det, at D må afhænge af en karakteristisk tid og
størrelse for systemet,
D ∝ r
2
τ
⇔ τ ∝ r
2
D
. (5.2)
Den eneste karakteristiske størrelse der er for systemet, er transducerens radius, r ≈ 10−2m,
hvilket giver en karakteristisk diffusionstid på τ ∝ 103s. Da vi primært måler med
frekvenser mellem 1− 105Hz, er diffusionstiden alt for lang til, at varmen kan nå at blive
transporteret væk fra transduceren, og forholdene må da være adiabatiske.
5.1.3 Matematisk beskrivelse af modellen
Generelt gælder det, at impedansen af en kondensator er omvendt proportional med
kapacitansen. Hvis vi kan udregne en erstatningsimpedans, Zsys, for hele systemet, hvori
væskens stivhed indgår, kan vi benytte denne proportionalitet, da vi måler systemets
samlede kapacitans Csys,
Csys =
1
iωZsys
. (5.3)
Kredsløbets samlede elektriske impedans, kan beregnes ud fra de generelle summations-
regler for impedanser
1
Zsys
=
1
Ze
+
1
Zem
, (5.4)
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hvor Ze er impedansen af den elektriske kuglekondensator Ce, og Zem den elektriske
impedans af det mekaniske system. Den elektriske impedans er lig forholdet mellem den
komplekse spænding og strøm. Den mekaniske impedans kan da oplagt defineres som den
mekaniske udgave af den generaliserede spænding divideret med den generaliserede strøm.
Med de valgte energibåndsvariable er den mekaniske impedans dermed
Zm =
σn
V˙
. (5.5)
Det elektriske inputsignal omsættes til et mekanisk signal gennem en transformator med
transformaterforholdet T (
σn
V˙
)
=
(
T 0
0 T−1
)(
U
I
)
. (5.6)
Den mekaniske impedans Zm transformerer derved til en elektrisk impedans gennem
ligning (5.6)
Zm =
σn
V˙
= T 2
U
I
= T 2Zem . (5.7)
Den mekaniske impedans kan vi udlede på baggrund af den opstillede model. Som vist
på figur 5.3 så repræsenteres hele det mekaniske system af en serieforbindelse af en
kondensator, en spole, en modstand og endnu en kondensator, der repræsenterer væsken.
Den mekaniske impedans bliver derfor, jvf. appendiks B,
Zm = ZCm + ZL + ZR + ZCv =
1
iωCm
+ iωL+R+
1
iωCv
. (5.8)
Hele systemets impedans kan nu opskrives ved brug af ligning (5.4), ligning (5.7) og
ligning (5.8)
1
Zsys
=
1
Ze
+
T 2
Zm
⇔ (5.9)
1
Zsys
= iωCe +
T 2
1
iωCm
+ iωL+R+ 1iωCv
. (5.10)
Systemets kapacitans nu kan bestemmes ifølge ligning (5.3)
Csys = Ce +
T 2
1
Cm
− ω2L+ iωR+ S , (5.11)
hvor vi har brugt, at væskens stivhed er givet ved S = 1/Cv jvf. appendiks C. Ligning (5.11)
angiver en direkte sammenhæng mellem systemets kapacitans og væskens stivhed. Før den
er anvendelig kræves det dog, at de andre indgående systemparametre kan bestemmes.
5.1.4 Bestemmelse af systemparametre
Til bestemmelse af de indgående systemparametre i ligning (5.11), vil vi i det følgende
betragte en tom transducer, hvilket i modellen svarer til at S = 0. Kapacitansen af den
tomme transducer betegnes Ct og er givet via ligning (5.11) ved
Ct = Ce +
T 2
1
Cm
− ω2L+ iωR . (5.12)
Ligning (5.12) kan omskrives, så den indeholder nogle direkte målbare størrelser, som
kan bruges som parametre i modellen i stedet for Ce, T , L og R. I første omgang kan vi
se på frekvensgrænserne
Ct → Ce for ω →∞ (5.13)
Ct → Ce + T 2Cm for ω → 0 . (5.14)
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Derfor omdøber vi nu konstanterne, så de giver idé om, hvordan de bestemmes
C∞ = Ce (5.15)
C0 = C∞ + T 2Cm . (5.16)
Det ses, at den mekaniske side består af en RLC-kreds, som har en resonansfrekvens,
hvor impedansen er ved et minimum
ω0 =
1√
LCm
, (5.17)
og en kvalitetsfaktor, Q, der udtrykker bredden af resonanstoppen
Q =
1
R
√
L
Cm
. (5.18)
Ved at eliminere T og bruge ligning (5.17) og ligning (5.18) i ligning (5.12) kan man
opstille følgende ligning
Ct = C∞ +
C0 − C∞
1−
(
ω
ω0
)2
+ i 1Q
ω
ω0
. (5.19)
Ved at måle på den tomme transducer kan man fitte ligning (5.19) til målingerne, og
derved bestemme C0, C∞, ω0 og Q. Derved finder man følgende udtryk for kapacitansen
af transduceren påfyldt en væske
Csys = C∞ +
C0 − C∞
1−
(
ω
ω0
)2
+ i 1Q
ω
ω0
+ CmS
. (5.20)
Nu skal Cm bestemmes, hvorefter S kan beregnes ved måling af Csys. Ud fra S kan
bulkmodulet derefter findes.
Bestemmelse af Cm
Vi vil bestemme Cm ud fra ligning (5.17). For at kunne gøre dette, bestemmes først L
teoretisk. Dette gøres på baggrund af energibåndsformalismen beskrevet i appendiks C.
Herfra gives følgende analogi mellem det elektriske og hydromekaniske system
U = L
dI
dt
↔ p = LdV˙
dt
. (5.21)
Dette giver følgende formel at udregne L efter
L =
p
V¨
. (5.22)
Der må være omtrent samme tryk overalt på væskefladen, og vi kan derved skrive trykket
som p = dF/dA = ρtdAa/dA = ρta, hvor t er transducerens tykkelse, a er accelerationen,
dA er et infinitesimalt fladeareal og ρ transducerens densitet. Volumenaccelerationen kan
skrives som V¨ = Aa, hvilket giver følgende for L jvf. ligning (5.22).
L =
ρta
Aa
=
ρt
A
(5.23)
Følgende data er målt for den anvendte transducer
ρ = 7, 7
g
cm3 , Vindre = 3cm
3, ry = 0, 95cm , (5.24)
5.1 Elektrisk netværksmodel af bulktransduceren 37
hvorfra vi kan beregne t og A. Kuglens indre radius er givet ved
Vi =
4
3
pir3i ⇒ ri =
(
3Vi
4pi
)1/3
= 0, 89cm , (5.25)
hvorfra vi kan regne kugleskallens tykkelse og dens gennemsnitlige tværsnitsareal
t = ry − ri, 〈A〉 = 4pi
(
ri + ry
2
)2
. (5.26)
Dermed finder vi endelig værdien for L ud fra ligning (5.23)
L = 4 · 103 kgm4 . (5.27)
Dette giver ved brug af ligning (5.17) et udtryk for Cm, hvor L nu er bestemt, og ω0 kan
måles
Cm =
1
Lω20
. (5.28)
Nu kendes alle indgående parametre i ligning (5.20), og S kan beregnes.
5.1.5 Sammenhængen mellem stivheden og bulkmodulet
Sidste skridt i bestemmelsen af væskens egentlige bulkmodul er, at omskrive væskens
stivhed S til dens bulkmodul KS . Vi vil gerne have S udtrykt ved de kendte størrelser,
så S isoleres i ligning (5.20)
S =
C0−C∞
Csys−C∞ − 1 +
(
ω
ω0
)2
− ωQω0 i
Cm
. (5.29)
Dette gøres lidt pænere ved at indføre den dimensionsløse størrelse
Cd =
C0 − C∞
Csys − C∞ (5.30)
Da det er frekvensen og ikke vinkelfrekvensen vi måler benyttes det, at
ω = 2pif . (5.31)
Med ligning (5.30) og ligning (5.31) opnås et nyt udtryk for ligning (5.29)
S =
Cd − 1 +
(
f
f0
)2
− i ff0 1Q
Cm
. (5.32)
Sammenhængen mellem bulkmodulet og stivheden er jvf. [4]
S =
1
V
[
Ks −Ms
(
1 +
1
3
(kr)2 sin (kr)
kr cos (kr)− sin (kr)
)]
. (5.33)
Her er r kuglens indre radius, og k er givet ved
k =
√
ρ
Ms
2pif , (5.34)
hvor ρ er væskens densitet. Det adiabatiske longitudinale modul, Ms, er givet ved
Ms = Ks +
4
3
Gs . (5.35)
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Vi definerer yderligere
x =
f
f1
, f1 =
√
Ms
ρ
1
2pir
. (5.36)
Dermed kan ligning (5.33) skrives som
S =
1
V
[
Ks −Ms
(
1 +
1
3
x2 sin (x)
x cos (x)− sin (x)
)]
(5.37)
For små x har vi med en taylorudvikling til tredje orden, at
sin(x) ≈ x− 1
6
x3 (5.38)
cos(x) ≈ 1− 1
2
x2 , (5.39)
hvilket for små x giver
x2 sinx
x cosx− sinx ≈
x2
(
x− 16x3
)
x
(
1− 12x2
)− (x− 16x3) = −3 + x
2
2
. (5.40)
Dette går mod −3 for x gående mod nul. Dermed ses det, at for lave frekvenser, hvilket
vil sige for f  f1, reduceres ligning (5.37) til
S ≈ 1
V
Ks . (5.41)
Hvis ovenstående sammenholdes med ligning (5.32) i grænsen f  f0, finder man, at
1
V
Ks ≈ Cd − 1
Cm
⇔ Ks ≈ V Cd − 1
Cm
. (5.42)
Dette er den centrale ligning, vi vil anvende til at beregne væskens bulkmodul.
Som udgangspunkt må man gøre sig klart hvornår ligning (5.42) kan anvendes, dvs.
hvornår er f  f1? Da Ms er i størrelsesordenen 109Pa, ρ ≈ 103kg/m3 og r ≈ 10−2m, har
vi, jvf. ligning (5.36),
f1 ≈
√
109
103
1
2pi10−2
s−1 ≈ 104s−1 . (5.43)
Det kan vises, at hvis x = f/f1 = 1, så forsvinder betydningen af Ms stadig med god
tilnærmelse i ligning (5.37). Det viser sig yderligere i følgende afsnit, at f1 ≈ f0, så hvis
f  f1 er opfyldt, er f  f0 også opfyldt. Derved kan ligning (5.42) benyttes så længe
man holder sig under 104Hz.
5.2 Databehandling
I dette afsnit vil vi præsentere de opnåede resultater ved de forskellige forsøg med
bulktransduceren. Først gennemgås resultaterne fra måling på den tomme transducer og
derefter resultaterne for en transducer fyldt med en væske.
Både referencemålingerne fra den tomme transducer og målingerne på væskerne er
foretaget ved næsten ens forløb. Hvert måleforløb består af en række målinger af systemets
kapacitans over et frekvensinterval fra ca. 10−3Hz til 106Hz. Disse kapacitansmålinger
foretages derudover ved et fastlagt antal temperaturer. Disse temperaturprogrammer er
fastsat sådan, at temperaturen gradvist sænkes fra stuetemperatur til omkring væskens
glastemperatur. Efter en sænkning af temperaturen lader man transduceren komme i
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Figur 5.5 Realdel af kapacitansen for tom transducer ved T = 280K og T = 180K.
ligevægt ved at vente 1 til 3 timer, før kapacitansen måles. Temperaturforløbene for de
tre væsker er givet nedenfor i absolut temperatur.
MPG : T = [295 310 295 280 205 200 195 190 185 182.5 180 177.5 175]
DPG : T = [295 310 295 280 265 250 235 220 216 212 208 204]
TPG : T = [295 310 295 280 265 250 235 220 216 212 208 204]
Frekvensområdet i hvilket der måles øges ved de lave temperaturer. For MPG måler
man fra 10−2Hz til 106Hz for temperaturer mellem 295K og 185K. Derefter øges den
nedre frekvensgrænse for de sidste fire målinger til 10−3Hz. Dette er også tilfældet for
DPG og TPG. Det tager altså længere tid at lave målinger ved de lave temperaturer, da
der her skal anvendes et større frekvensspektrum. Referencemålingerne med den tomme
transducer foretages ved brug af samme temperaturforløb.
5.2.1 Måling på den tomme transducer
Målingerne på den tomme transducer angives ved den komplekse elektriske kapacitans i
det valgte frekvensområde. Et karakteristisk eksempel på disse målinger er vist på figur
5.5, hvor realdelen af den målte kapacitans er vist ved temperaturene T = 280K og
T = 180K. Disse to målinger er gode repræsentanter for, hvordan kapacitansen afhænger
af frekvensen ved høje og lave temperaturer, og de mellemliggende målinger vil ligge
et sted mellem disse to. Som det ses af figur 5.5, er der to tilnærmelsesvise konstante
plateauer for kapacitansen, før og efter en tydelig resonans. Dette forløb er også hvad vi
vil forvente på baggrund af den elektriske analogmodel af transduceren, beskrevet i forrige
afsnit. Det bemærkes dog, at plateauet før resonansen specielt for de høje temperaturer
ikke er konstant, hvilket vi vender tilbage til i afsnit 5.2.2.
Som beskrevet i afsnit 5.1.4, bestemmes den tomme transducers karakteristiske para-
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Figur 5.6 Realdelen af den fittede kurve samt data ved T = 208K.
metre ved at fitte ligning (5.19)
Ct = C∞ +
C0 − C∞
1−
(
ω
ω0
)2
+ i 1Q
ω
ω0
til den målte kapacitans, Ct, over et givent frekvensspektrum. Som nævnt tidligere og som
det ses af figur 5.5, er det karakteristiske for den tomme transducer resonansen i kugleskal-
len. Vi fitter derfor i et frekvensinterval omkring denne resonans. Det eksperimentelle
udstyr er indrettet således, at der omkring denne resonans foretages 1000 jævnt spredte
målinger, hvilket er langt flere målinger per frekvensinterval end for resten af spektret.
Ved fitningen af den matematiske model til data, anvendes optimeringsfunktionen »fmin-
search« fra MatLab. Scriptet skrevet til at udføre dette er angivet i appendikserne G.1,
G.2 og G.3. På figur 5.6 og 5.7 ses et eksempel på henholdsvis det reelle og imaginære fit
til data i det relevante frekvensområde.
Det skal bemærkes, at der i fitningen anvendes en afskåret datamængde, hvilket
betyder, at de meget høje kapacitanser omkring resonansen ikke anvendes i fitningen.
Grunden til dette er, at afvigelserne på fit og data ved disse relativt høje værdier vil være
store i forhold til resten af data og derved få en for stor betydning.
På figur 5.6 ses det, at fittet til realdelen passer godt, og modellen med de valgte
parametre fanger opførslen af den karakteristiske resonans. På figur 5.7 ses det imaginære
fit, som passer nogenlunde. Imaginærdelen af kapacitansen udtrykker dissipationen af
energi i systemet og er styret af Q - værdien. Det viser sig dog gennem arbejdet med
fitningen, at Q - værdien er ubetydelig i forhold til de andre parametre, og dens præcise
værdi ikke har stor betydning.
Det er den samme transducer, der er anvendt ved målinger på de tre væsker, så
derved burde parametrene for transduceren være de samme. Dette er i praksis ikke
tilfældet af to grunde. For det første er det piezoelektriske materiale historieafhængigt,
hvilket vil sige, at de piezoelektriske egenskaber til dels afhænger af, hvilket forløb
transduceren har været igennem [4]. For det andet foretages målingerne på de tre væsker
ikke alle ved ens temperaturer. Transducerparametrene ændres med temperaturen, og
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Figur 5.7 Imaginærdelen af den fittede kurve samt data ved T = 208K.
Figur 5.8 C0(T ) bestemt ved fit til måling på tom transducer.
desuden er temperaturforløbene for alle væskerne ikke ens. Af denne grund måler vi
et referencespektrum for hver væske. Dette spektrum opnås ved at måle ud fra samme
temperaturprogram for den tomme transducer som den fyldte. På denne måde opnår vi
for hver væske 12-13 målinger med den tomme transducer og samme antal med den fyldte
transducer. I alt betyder det, at vi har omkring 36 forskellige reference målinger.
På figur 5.8 ses kapacitansen ved de lave frekvenser. Tendensen er, at kapacitansen
falder med temperaturen, hvilket er forventet, da transduceren trækker sig sammen ved
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Figur 5.9 C∞(T ) bestemt ved fit til måling på tom transducer.
lavere temperaturer. Dette medfører en mindre kapacitans, jvf. ligning (D.8). Faldet kan
dog også skyldes en ændring i dielektricitetskonstanten for det piezoelektriske materiale.
Materialets historieafhængighed er muligvis årsag til forskydninger i kapacitansen ved
samme temperaturer, men målt under forskellige forløb. For alle tre væsker måles først
ved 295K, dernæst ved 310K og dernæst ved 295K igen. Der er altså for hver væske to
målinger ved netop 295K. For MPG giver første måling en kapacitans på 2, 107 · 10−8F,
mens den anden måling giver 2, 125 · 10−8F. For DPG er disse målinger 2, 107 · 10−8F
og 2, 119 · 10−8F, mens den for TPG er 2, 101 · 10−8F og dernæst 2, 112 · 10−8F. Alle tre
målinger er altså lidt højere ved anden måling, men under 1 % afvigende fra den første
måling. Det bemærkes, at kapacitansen tilsyneladende falder lineært i mindre intervaller,
men at disse lineariteter ændres hver gang temperaturskridtet mellem målingerne ændres.
Dette kan skyldes, at ændringen i de elektriske egenskaber for det piezoelektriske materiale
ikke kun afhænger af temperaturen, men også af hvordan temperaturen ændres.
På figur 5.9 ses kapacitansen ved de høje frekvenser. I denne grænse svarer det til,
at hele transduceren udelukkende fungerer som en elektrisk kondensator, hvilket kan
ses af en grænseværdibetragtning af ligning (5.20). Det ses, at den målte kapacitans
stemmer pænt overens med den estimerede værdi, C = 1, 2 ·10−8F, beregnet for en perfekt
kuglekondensator i appendiks D. Ellers er billedet her svarende til det for C0, beskrevet
ovenfor.
På figur 5.10 ses resonansfrekvenserne, der aftager med faldende temperatur for
temperaturer over 240K. En mulig forklaring kunne være, at kugleskallens størrelse
ændres med temperaturen. Dette indvirker på resonansfrekvensen da f0 ∝ (LCm)−1/2,
jvf. ligning (5.17). Ud fra det teoretiske udtryk for L, ligning (5.27), ses det, at hvis
den karakteristiske størrelse af transduceren ændres med en faktor F , så ændres L med
en faktor F−4. Ved lave temperaturer mindskes transduceren og derved øges L. Den
termiske udvidelseskoefficient for det piezoelektriske keramik1 er α ≈ 10−6K−1. Ved et
temperaturfald på 100K, mindskes den karakteristiske størrelse ca. 0,01 %. Ud fra figur
1 http://www.ferroperm-piezo.com/. Det bemærkes, at denne værdi kun er angivet for T > 0◦C, og den
i princippet godt kan afvige ved lave temperaturer
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Figur 5.10 f0(T ) bestemt ved fit til måling på tom transducer.
5.10 ses det, at frekvenserne ændres med omkring 3%, så termisk udvidelse kan næppe
være forklaringen. Som angivet afhænger f0 også af transducerens elastiske egenskaber,
udtrykt ved Cm. Man kunne intuitivt forvente, at materialets stivhed vil stige ved
lavere temperaturer. Dette vil komme til udtryk ved en lavere værdi for Cm ved lavere
temperaturer. Af figur 5.10 ses, at tendensen med aftagende resonansfrekvens ved faldende
temperatur, faktisk skifter ved lave temperaturer for både MPG (ved 200K) og TPG (ved
230K). For DPG sker der ligeledes noget interessant ved 220K. Der er umiddelbart ingen
grund til, at transduceren skulle ændre opførsel ved præcis disse temperaturer, så en
mulig forklaring kunne være transducerens relaxationstid. Som beskrevet er transduceren
historieafhængig, og det tager derved lang tid før transduceren kommer i ligevægt efter
en påvirkning. Måske når det piezoelektriske materiale ikke at komme i ligevægt under
målingerne ved de højere temperaturer, da der her ikke måles så langt ned i frekvens som
ved de lave temperaturer.
På figur 5.11 ses værdierne for Cm. Det ses, at Cm overraskende stiger ved faldende
temperaturer, når disse er over 240K, og derved at det piezoelektriske materiales stivhed
falder. Her ses stort set samme forløb som for resonansfrekvensen. Tendensen i målin-
gerne skifter ved lave temperaturer. Her finder vi forklaringen på resonansfrekvensens
temperaturafhængighed. Igen må forklaringen være piezokeramikkens historieafhængig-
hed. Derved er det måske et forkert billede vi ser, når transducerens stivhed falder med
faldende temperatur. For de lave temperaturer, hvor der er større chance for ligevægt i
det piezoelektriske materiale, ser man den forventede stigning af stivhed med faldende
temperatur.
På figur 5.12 ses kvalitetsfaktoren Q. Denne styrer bredden af resonanstoppen på den
imaginære del af kapacitansen, som er et udtryk af dissipationen af energi i systemet.
Gennem fitningen har det dog vist sig, at den præcise størrelse af Q ikke spiller en vigtig
rolle, og at de andre parametre dominerer.
Vi har nu bestemt de nødvendige parametre i forbindelse med fitningen til den tomme
transducer.
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Figur 5.11 Cm(T ) bestemt ved fit til måling på tom transducer.
Figur 5.12 Q(T ) bestemt ved fit til måling på tom transducer.
5.2.2 Måling på den fyldte transducer
Bulkmodulet for en væske findes nu ved at måle på en fyldt transducer. Derefter kan
bulkmodulet findes ved at bruge de fittede værdier, som er bestemt i forrige afsnit, samt
ligning (5.30) og ligning (5.42)
Ks ≈ V Cd − 1
Cm
, Cd =
C0 − C∞
Csys − C∞ .
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Figur 5.13 Kapacitans af transduceren med DPG ved alle temperaturer
Vi vil i dette afsnit primært anvende DPG som eksempel for, hvordan databehandlingen
forløber, men også præsentere væsentlig data for MPG og TPG.
På figur 5.13 ses en måling af transducerens kapacitans ved alle temperaturer for DPG.
På figuren ses resonansen i selve transducerskallen omkring 105Hz, hvilket stemmer med
hvad vi fandt i referencemålingerne. Målingerne afslører derudover endnu en resonans, som
dæmpes mere og mere ved lavere temperaturer, og hvis resonansfrekvens flyttes længere
og længere ned. Dette skyldes, at transduceren fungerer som en Helmholtzresonator, når
væsken svinger op og ned i stigrøret.
Som beskrevet i forrige afsnit har vi lavet to referencemålinger til temperaturforløbet
for DPG og TPG, og en enkelt referencemåling for MPG. Det skulle gerne være sådan, at
en referencemåling ved lave frekvenser sammenfalder med målingen på væsken. Da væsken
kan løbe ud af stigrøret ved lave frekvenser, må målingerne i dette frekvensområde svare til
at måle på en tom transducer. På figur 5.14 illustreres to forskellige referencemålinger fra
den tomme transducer, sammen med en måling på DPG. Det ses på figuren, at reference
2 passer bedst til målingerne for DPG. De samme undersøgelser viser, at reference
1 passer bedst til TPG målingerne. Man burde måske forvente, at forløbet for de to
referencemålinger var ens, da deres temperaturforløb var ens. Dette er som vist på figur
5.14 ikke tilfældet, og vi mener, dette kan skyldes, at transduceren i de to forsøg ikke fra
start har været i samme tilstand på grund af historieafhængigheden i transduceren. En
anden grund til at referencemålingerne er forskellige kan være, at den tomme transducer
i det ene tilfælde har indeholdt en smule væske under målingerne.
På baggrund af de bedst passende referencemålinger opnår vi de fittede værdier for
C0, C∞ og Cm, mens det indre volumen af transduceren er målt til 3 ·10−6m3, jvf. ligning
(5.24). Som vi i forrige afsnit bemærkede ud fra figur 5.5, så er C0 frekvensafhængig og
stiger ved lave frekvenser. Ligeledes blev C∞ betragtet som værende konstant. Det er
derved ikke korrekt, at anvende en konstant værdi for hverken C0 og C∞. I [4] beskrives,
at forholdet C∞/C0 derimod kan anses som værende konstant for alle frekvenser. Denne
størrelse kan vi beregne ud fra vores fittede værdier til den tomme transducer. Vi vælger
at omskrive ligningen for Cd til
Cd =
1− C∞C0
Csys
C0
− C∞C0
=
1−X
Csys
Ct
−X
, (5.44)
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Figur 5.14 Plot af DPG, reference 1 og 2 ved tre temperaturer
Figur 5.15 Realdelen af bulkmoduler for DPG ved alle temperaturer
hvor X = C∞/C0 er uafhængig af frekvensen og Ct angiver den målte kapacitans for den
tomme transducer, som er frekvensafhængig.
Bulkmodulet beregnes nu ud fra approksimationen
Ks ≈ V Cd − 1
Cm
. (5.45)
Grænsen for gyldigheden af dette udtryk ligger på omkring 104Hz, og denne frekvens er
anvendt som øvre grænse i modellen. Bulkmoduler tæt på denne grænse kan vi altså ikke
forvente vil være helt korrekte.
Realdelen af det komplekse bulkmodul ved alle temperaturer for DPG er vist på
figur 5.15. På figuren ses det, at for temperaturer over 280K går bulkmodulet for lave
frekvenser mod en negativ værdi. Denne opførsel giver ingen fysisk mening, da en negativ
kompressibilitet ville medføre, at væsken udvidede sig, når den blev udsat for et tryk.
Årsagen til disse negative moduler er, at referencemålingerne ved de høje temperaturer
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Figur 5.16 Realdelen af bulkmodulet for MPG ved de fem laveste temperaturer
ikke passer godt med målingen på væsken. Derved opnås forkerte fitteparametre, og
beregningen af bulkmodulet bliver forkert. Vi anser derfor beregningerne af bulkmodulet
for disse temperaturer for uanvendelige.
For lavere temperaturer ses det, at det beregnede bulkmodul går mod nul ved lave
frekvenser. Dette er selvfølgelig forventet, da væsken her bare presses ud af transduceren.
Der er derfor heller ikke tale om væskens egentlige bulkmodul her. Væskens egentlige
bulkmodul måles først, når væsken ikke længere kan løbe ud af transduceren. Det plateau,
der opnås på omkring 3GPa, angiver værdien for væskens bulkmodul ved lave frekvenser,
dvs. hvor den stadig opfører sig som en væske. Denne værdi benævnes K0. Det bemærkes,
at K0 opnås ved lavere frekvenser for lavere temperaturer. Dette er forventet, da væskens
mulighed for at løbe ud af transduceren som nævnt afhænger af væskens viskositet. Der ses
desuden en tendens til, at værdien af K0 stiger ved lavere temperaturer, hvilket ligeledes
er forventet, da lavere temperatur giver en højere densitet og derved et større modul.
For højere frekvenser burde der være endnu et plateau, K∞, der er væskens bulkmodul
under forhold, hvor den opfører sig som en glas, og er fuldstændig elastisk. Det ser dog
ikke umiddelbart ud til, at dette plateau optræder på figur 5.15. For bedre at kunne
afgøre dette, har vi udvalgt de fem laveste temperaturer for både MPG, DPG og TPG.
Disse er plottet på figur 5.16, 5.17 og 5.18.
På disse grafer kan K0 stort set identificeres for alle væsker og alle temperaturer.
Det ser ud til, at målingen for MPG på figur 5.16 ved 180K er behæftet med støj for
frekvenser under 10−1Hz. Vi tolker dog, at målingen er korrekt for højere frekvenser, da
den her følger samme forløb som de andre temperaturer. En grund til dette kan være, at
når frekvensen bliver lav, stiger impedansen af systemet da Z = 1/iωC. Når impedansen
stiger, falder strømstyrken tilsvarende, hvilket øger risikoen for støj i målingerne.
Vi skrev før, at K0 burde opnås ved lavere frekvenser for faldende temperatur. Som
det ses på figur 5.16 og figur 5.17, er dette dog ikke altid tilfældet. Dette må nok tilskrives
de usikkerheder, der er ved at måle ved disse lave frekvenser.
Det er ikke muligt ud fra de viste figurer, at bestemme plateauet som angiver K∞. Vi
betragter derfor imaginærdelen af bulkmodulet, hvor DPG igen anvendes som eksempel.
På figur 5.19 ses to toppe per måling. Her er den første top forbundet med, at væsken
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Figur 5.17 Realdelen af bulkmodulet for DPG ved de fem laveste temperaturer
Figur 5.18 Realdelen af bulkmodulet for TPG ved de fem laveste temperaturer
løber ud af transduceren, og den er derfor ikke interessant. Derimod er top nummer to
et udtryk for væskens frekvensafhængige bulkmodul. Det kan vises, at imaginærdelen af
K går i nul ved både lave og høje frekvenser, hvilket også antydes på figur 5.19. Derved
kan frekvenserne hvor K0 og K∞ indtræder, identificeres som der hvor top nummer to
går i nul henholdsvis første og anden gang. For at opnå en værdi for K∞, har vi plottet
imaginærdelen mod realdelen, et Nyquist plot. Her kan K0 og K∞ bestemmes ud fra
kurvens skæring med x-aksen. Nyquistplottet for DPG i det relevante frekvensområde,
hvor væsken ikke længere kan løbe ud af transduceren, er vist på figur 5.20.
Det ses, at vi ikke har brugbar data nok, til at kurven når at ramme nul på y-aksen.
For at bestemme K∞ har vi ekstrapoleret den sidste del af kurverne. Dette er gjort med
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Figur 5.19 Imaginærdelen af bulkmodulet for DPG ved de fem laveste temperaturer
en usikkerhed, hvis størrelse afhænger af, hvor langt over x-aksen målepunkterne stopper.
Vi har desuden valgt, at se bort fra målingerne ved de højeste frekvenser, hvor kurven
begynder at flade ud. Disse udfladninger kan blandt andet skyldes, at vores tilnærmede
udtryk for bulkmodulet bliver mere usikkert ved høje frekvenser.
Et eksempel på et Nyquist plot hvor det i højere grad er muligt, at bestemme
bulkmodulet ved høje frekvenser ses på figur 5.21. I dette tilfælde kan ekstrapoleringen
til førsteaksen ske med mindre usikkerhed. Grunden til at vores målinger på MPG giver
et mere nøjagtigt udtryk for K∞ kan skyldes, at vi målte tættere på glastemperaturen,
end vi gjorde for de andre væsker. Herved opnås de elastiske egenskaber for væsken ved
relativt lave frekvenser, og K∞ ved disse temperaturer registreres derfor også hurtigere.
Vi har i tabel 5.1 opskrevet størrelserne og usikkerhederne på de fundne bulkmoduler.
Vi har altså fem målepunkter for MPG og kun tre for DPG og TPG. Det ses for MPG, at
der er en tendens til, at bulkmodulet stiger ved lavere temperaturer. Dette giver intuitivt
mening, da densiteten stiger ved lavere temperaturer, og væsken derved vil være mere
kompakt og sværere at trykke sammen. Hvordan denne sammenhæng præcis er, er ikke
muligt at fastslå ud fra vores få datapunkter. Tendensen for DPG ser ud til at være, at
bulkmodulet falder ved lavere temperaturer, men med kun tre punkter er dette svært at
Temperatur, [K] K∞ ± 0.3GPa, MPG K∞ ± 0.5GPa, DPG K∞ ± 0.5GPa, TPG
175 7.4 - -
177.5 7.1 - -
180 6.8 - -
182.5 6.7 - -
185 6.6 - -
204 - 4.4 5.0
208 - 4.4 5.3
212 - 4.5 4.2
Tabel 5.1 Bulkmoduler for MPG, DPG og TPG
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Figur 5.20 Skaleret Nyquist plot for DPG ved de fem laveste temperaturer
Figur 5.21 Nyquist plot for MPG ved de fem laveste temperaturer
Figur 5.22 Skaleret Nyquist plot for TPG ved de fem laveste temperaturer
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sige noget om. Værdierne for TPG ser ud til at være usystematiske og en smule tilfældige,
og vi kan derfor ikke sige noget om temperaturafhængigheden.
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6 Bestemmelse af shearmodulet
Bulkmodulet er nu bestemt ud fra eksperimenterne beskrevet i forrige afsnit. Det var
oprindeligt meningen, at vi havde adgang til eksisterende shearmodulmålinger for de tre
væsker. Dette har vist sig desværre ikke at være tilfældet, og vi har derfor selv foretaget
målinger af DPG og TPG mens vi fik data for MPG af en gruppe studerende på instituttet.
Dette afsnit vil derfor ikke gå i dybden med metoden bag bestemmelsen af shearmodulet,
men blot skitsere hvorledes dataene anvendes til beregning af modulet.
Ved bestemmelsen af shearmodulet udskiftes bulktransduceren med en sheartransducer,
men ellers anvendes samme overordnede eksperimentelle opstilling som ved måling af
bulkmodulet. Sheartransduceren fungerer i princippet ved, at tre piezokeramiske skiver
belagt med et tyndt elektrisk ledende lag på top og bund deformeres, når de påtvinges en
spænding. Princippet er illustreret på figur 6.1. Væsken man undersøger befinder sig i
lagene imellem hver skive, disse lag er 0.5mm. Ligesom for bulktransduceren måler man i
dette tilfælde kapacitansen af hele systemet. Kapacitansen af den enkelte piezokeramiske
skive afhænger af deformationen af skiven. Deformationen afhænger af hvor frit skiven kan
bevæges, hvilket afhænger af væskens shearmodul. Kapacitansen af systemet afhænger
altså af væskens shearmodul. Vi vil ikke her beskrive sheartransduceren i detaljer, men
uddybende information kan findes i [5] og [15].
Databehandling er sket i MatLab vha. af et program, der venligst er udlånt af Glas
og Tid centret på RUC og skrevet af Bo Jakobsen. Programmet er vedlagt i appendiks
G.2.
Figur 6.1 Den elektriske forbindelse af de tre skiver i sheartransduceren. Prikken angiver
polarisationsretningen af piezokeramikken. Hentet fra [5]
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6.1 Databehandling
Ligesom for bulktransduceren er der opstillingsbestemt resonans. Således vil et Nyquistplot
af shearmodulet ideelt skære 1. aksen i G∞, men der vil muligvis forekomme resonans, så
det er nødvendigt at lave en ekstrapolation, for at bestemme G∞. Shearmodulet bør gå
mod nul, når frekvensen går mod nul. Et plot af (ω,Re(G)) bør give information om G∞,
hvis grafen for G når et konstant niveau for høje frekvenser, da en sådan graf bør have en
S-form.
MPG
Ved målingerne for MPG er der foretaget to målinger ved hver temperatur med en times
forskydning. To målinger ved samme temperatur har samme farve. Den første måling ved
en given temperatur er markeret med en ring, mens den anden er markeret med en stjerne.
Der er foretaget målinger inden for temperaturintervallet 172K til 200K. Desværre er
det kun målingerne ved de laveste temperaturer, der kan bruges. Måling af den reelle
del af shearmodulet som funktion af frekvensen ses på figur 6.2. Som nævnt burde et
plot af (ω,Re(G)) give information om G∞, men der er ikke målt ved tilstrækkelig høje
frekvenser, til at kunne bestemme G∞ på denne måde. Målingen ved 176K ser vi bort
fra, da der tilsyneladende er sket en fejl i målingen her. For det første afviger målingerne
ved samme temperaturstep systematisk fra hinanden. For det andet er der et stort spring
ved 100 Hz. I stedet betragtes Nyquistplottet som vist på figur 6.3.
Det er kun ved de to laveste temperaturer, at en ekstrapolation ned til 1. aksen er
mulig. Ved ekstrapolation ned til 1. aksen fås tabel 6.1 over G∞ ud fra figur 6.3. Vi
bestemmer modulet til at have samme værdi ved de to temperaturer, men på grund af
usikkerheden i bestemmelsen kan der reelt godt være forskel på størrelserne. Det er derfor
ikke muligt at finde en eventuel sammenhæng mellem temperaturen og shearmodulet.
Figur 6.2 Shearmodul for MPG
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Figur 6.3 Shearmodul for MPG
Figur 6.4 Shearmodul for DPG
DPG
Vi har selv foretaget shearmodulmålinger af DPG. Dette er gjort i temperaturintervallet
204K til 310K efter samme temperaturprogram som blev benyttet til bulkmodulmålingen.
Der er målt i temperaturintervallet 204K til 310K. På denne måde ville vi kunne sammen-
ligne modulerne ved ens temperaturer. Det er desværre kun ved de laveste temperaturer
at G∞ kan bestemmes, hvilket ses af figur 6.4.
Ud fra figur 6.4 kan vi estimere G∞ for de laveste temperaturer, hvilket ses i tabel
6.1. Det ser ud til, at shearmodulet for DPG stiger med temperaturen. Dette er dog igen
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Figur 6.5 Shearmodul for TPG
svært præcist at afgøre, da usikkerheden på bestemmelsen af modulet er stor.
TPG
Vi har også selv foretaget shearmodulmålinger af TPG efter samme temperaturprogram
som for DPG, da vi på denne måde kan anvende samme referencemåling for DPG og
TPG. Særligt for de høje temperaturer kan det være svært at bestemme G∞, hvilket ses
af figur 6.5.
Ved at betragte Nyquistplottene for de to laveste temperaturer på figur 6.5 kan vi
estimere G∞, se tabel 6.1 Igen ser der ud til at være et stigende shearmodul ved stigende
temperatur, men også her er usikkerheden i bestemmelsen for stor til at vi egentlig kan
sige noget om tendensen. Med vores shearmodulmålinger har vi af de tre væsker altså
bestemt G∞ for DPG ved flest temperaturer og med mindst usikkerhed. Dette er altså en
temmelig sparsom mængde data, men vi vil nu samle op på forsøgene og undersøge en
eventuel sammenhæng mellem K∞ og G∞.
Temperatur, [K] G∞[GPa], MPG G∞[GPa], DPG G∞[GPa], TPG
172 3.5± 0.5 - -
174 3.5± 0.5 - -
204 - 1.7± 0.3 1.7± 0.5
208 - 1.8± 0.4 2.0± 0.5
212 - 2.2± 0.4 -
Tabel 6.1 Shearmoduler for MPG, DPG og TPG
7 Resultatbehandling
Vi har nu bestemt både bulk- og shearmodulet for de tre væsker. Projektets formål
er at undersøge sammenhængen mellem disse størrelser, men desværre har vi meget få
brugbare målinger ved samme temperatur, og i det hele taget få målinger hvor vi kan
bestemme shearmodulet. Derfor har vi i de nedenstående tabeller også medtaget søjler
med G′∞ = 3/5K∞ og K
′
∞ = 5/3G∞ og beregnet disse størrelser hvor det har været muligt.
Denne sammenhæng var den oprindelige Cauchyrelation som den ses i [19]. Hvis denne
relation skal gælde, kan vi komme med bud på G∞ ud fra K∞ eller omvendt. Dette
er gjort i tabel 7.1, 7.2 og 7.3. Ved udregning af G∞ og derefter sammenligning med
de tilgængelige, målte værdier af G∞, ser det ikke ud til, at K∞ = 5/3G∞ gælder. Det
bemærkes dog at K∞, i vores målinger, konsekvent er større end 5/3G∞. Det kunne
undersøges, om der er en affin sammenhæng mellem K∞ og G∞, ligesom der blev fundet
i [11]. Vi vil dog afholde os fra at prøve at bestemme størrelsen af denne konstant, da vi
ikke har tilstrækkelig data til at kunne konkludere herpå.
Temperatur, [K] K∞[GPa] G∞[GPa] G
′
∞ = 3/5K∞ K
′
∞ = 5/3G∞
172 - 3.5 - 5.8
174 - 3.5 - 5.8
175 7.4 - 4.4 -
177.5 7.1 - 4.3 -
180 6.8 - 4.1 -
182.5 6.7 - 4.0 -
185 6.6 - 4.0 -
Tabel 7.1 Bulk- og shearmodul for MPG
Temperatur [K] K∞[GPa] G∞[GPa] G
′
∞ = 3/5K∞ K
′
∞ = 5/3G∞
204 4.4 1.7 2.6 2.8
208 4.4 1.8 2.6 3.0
212 4.5 2.2 2.7 3.7
Tabel 7.2 Bulk- og shearmodul for DPG
Temperatur [K] K∞[GPa] G∞[GPa] G
′
∞ = 3/5K∞ K
′
∞ = 5/3G∞
204 5.0 1.7 3.0 2.8
208 5.3 2.0 3.2 3.3
212 4.2 - 2.5 -
Tabel 7.3 Bulk- og shearmodul for TPG
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8 Diskussion
I denne diskussion vil vi først opsummere projektets formål, samt hvilken metode vi
har valgt at benytte. Derefter diskuteres de problemer, der har været ved metoden,
databehandlingen og mulige forbedringer til både projektets forløb og den eksperimentelle
opstilling.
Hensigten med dette projekt har været, at undersøge om der er en sammenhæng
mellem bulk- og shearmodulet i udvalgte væsker. Under målingerne blev temperaturen
anvendt som variabelparameter. Derved kunne det illustreres, om en mulig sammenhæng
er konsistent under varierende forhold. Som en yderligere variationsparameter målte vi
på de tre væsker MPG, DPG og TPG. MPG udgør grundbyggestenen for både DPG og
TPG, som er forbindelser af henholdsvis to og tre MPG-molekyler. Derved kunne vi opnå
endnu en variabelparameter for sammenhængen mellem bulk- og shearmodulet i form af
molekylernes kædelængde i væskerne. Projektets endelige resultat skulle derved blive et
plot af (K∞(T ), G∞(T ))MPG, (K∞(T ), G∞(T ))DPG og (K∞(T ), G∞(T ))TPG. Heraf ville
en eventuel sammenhæng kunne sammenlignes med resultaterne opnået i [11] og [19].
Fremgangsmåden har været først at bestemme glastemperaturen for hver væske og
derefter måle deres bulkmodul. Sidstnævnte målinger blev foretaget ved anvendelse af
en piezoelektrisk transducer, og data fra dette forsøg blev behandlet ved brug af en
elektrisk analog til det mekaniske system. De opnåede data for væskernes bulkmoduler,
sammenlignede vi med målinger af væskernes shearmoduler for at kunne belyse projektets
problemstilling. Vi har delvist selv udført disse målinger, og delvist anvendt foreliggende
data produceret af andre studerende på instituttet.
Som det fremgår af kapitel 7, har det ikke været muligt at opnå de ønskede resultater.
Den primære grund til dette er, at vores data i høj grad ikke har været gode nok. Vi har
ikke været i stand til, at bestemme K∞ eller G∞ med en sikkerhed, der gjorde det muligt
at fastslå en sammenhæng.
Vi har for MPG bestemt bulkmodulet ved de fem laveste måletemperaturer, og denne
måling er den mest succesfulde i forhold til at bestemme bulkmodulet. Derimod er vi
kun i besiddelse af to brugbare målinger af shearmodulet, og disse er ikke ved samme
temperatur som ved målingerne af bulkmodulet. Det skal siges, at vi for alle væsker håbede
at opnå nok målinger af K∞(T ) og G∞(T ), da en grafisk sammenhæng dermed kunne
være opnået. Man ville have været i stand til at ekstrapolere en graf til hvert moduls
temperaturafhængighed, i så fald en sådan havde eksisteret. Derved ville det ikke have
været et problem, at resultaterne ikke eksisterede ved præcis samme temperaturer. For
de andre væsker er det udelukkende de to til tre laveste temperaturer, der kan anvendes;
her er usikkerheden på bestemmelsen af bulkmodulet dog stor. Det samme billede tegner
sig uheldigvis for målingerne af shearmodulerne. Det er vigtigt at bemærke, at grunden
til at vores data ikke er anvendelige til at belyse projektets problemstilling, efter vores
bedste overbevisning, skyldes målingerne af bulk- og shearmodulerne er blevet målt ved
temperaturer, der viste sig ikke at være relevante for vores problem. Den eksperimentelle
metode, den tilknyttede model og databehandlingen er fuldt ud funktionel.
Der er flere grunde til, at vi ikke har kunnet komme i mål med vores besvarelse
af problemstillingen. Den primære årsag må tildeles projektets låste tidsramme. Som
beskrevet ovenfor skyldes manglen på brugbare data ikke fejl ved forsøgsopstillingen,
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men at målingerne blev foretaget under forhold, der gjorde det umuligt at opnå de
resultater, vi ønskede. Det var således primært tidsbegrænsningen, der stod i vejen for, at
disse forhold kunne justeres, da varigheden af en måling ved et nyt temperaturprogram
varer ca. en uge. Dette er ligeledes årsagen til, at vi ikke opnåede gode og fuldstændige
temperaturkonsistente målinger mellem bulk- og shearmodulerne. Dels fordi vi ikke har
haft tid til at udføre alle målingerne selv, og dels fordi målingerne af shearmodulet
lider under samme problemer som målingerne af bulkmodulet, hvad angår relevante
måleområder.
Der har været overvejelser bag fastsætningen af temperaturprogrammet for måling af
bulk- og shearmodulerne. Først bestemte vi glastemperaturen for væskerne, og derefter
valgte vi, hvor langt ned i temperatur de enkelte væsker skulle køles. Med tilbageblik kunne
man argumentere for, at vi skulle have målt mere finmasket omkring glastemperaturen, da
det tydeligvis var her vi opnåede de bedste resultater. Vi bestemte glastemperaturen ved
hurtig køling for MPG til at være 175K og målte helt ned til 175K med bulktransduceren.
Vi lavede fem målinger indenfor ti grader over glastemperaturen. For DPG bestemte vi
glastemperaturen ved hurtig køling til at være 202K, men her målte vi kun ned til 204K i
transduceren. Desuden målte vi for denne væske med et temperaturinterval på fire grader.
Dette gjorde at vi kun opnåede tre målinger inden for ti grader af glastemperaturen.
Det samme gør sig gældende for TPG, da vi her bestemte Tg = 199K, men kun målte
ned til 204K med transduceren, hvilket gav os to temperaturer inden for de ti grader af
glastemperaturen. Husker vi tilbage på hvor mange brugbare resultater vi opnåede, tyder
det på at den benyttede målemetode for disse væsker, kun har været i stand til at give et
resultat indenfor ti grader af glastemperaturen. Dog hvor resultaterne har været klart
bedre, desto tættere på glastemperaturen forsøgene er blevet udført.
Spørgsmålet er nu, hvad man kunne have gjort anderledes gennem projektets forløb.
Vi har haft en klar idé med fremgangsmåden i det eksperimentelle arbejde. Vi valgte
bevidst at arbejde med tre væsker, da vi ønskede at undersøge, om der fandtes en generel
sammenhæng mellem bulk- og shearmodulet. Selvom det selvfølgelig ikke er muligt at opnå
en universel sammenhæng ud fra tre væsker. Man kan argumentere for, at det ville have
været mere hensigtsmæssigt at udvælge tre væsker, der var meget forskellige. Idéen bag
de tre udvalgte væsker var, at de kunne udgøre en form for kontrolleret variabelparameter,
da de har samme grundmolekylebasis, men gradvist bliver mere kompliceret i struktur.
Man kan diskutere om det var fornuftigt at undersøge tre væsker, frem for en enkelt,
hvis de opnåede resultater tages i betragtning. Havde vi undersøgt en enkelt væske,
havde vi sandsynligvis haft tid til at justere målebetingelserne, så de blev optimale for de
ønskede resultater. Der ville sandsynligvis også have været tid til selv at udføre samtlige
målinger af shearmodulerne, og derved sørge for konsistens mellem målingerne af bulk-
og shearmodulerne.
I denne sammenhæng er det vigtigt at nævne et punkt, reproduktion af data. Vi har
ikke haft tid til at forsøge at reproducere målingerne af, hverken bulk- eller shearmodulerne
og derved ikke kunne belyse, hvor præcise vores målinger er. Dette kunne gøres ved at
lave flere målinger med den samme transducer, men eventuelt ændre temperaturforløbet.
Derudover kunne man yderligere skærpe forholdene for en reproduktion ved at benytte en
anden transducer. En transducer bestående af et andet piezoelektrisk materiale ville give
anledning til nye forsøgsbetingelser og ville principielt svare til en ny forsøgsopstilling.
Man ville for god reproducerbarhed af data forlange, at de målte bulk- og shearmoduler
skulle være de samme for forskellige transducere, hvis de bliver udført under samme
temperaturer.
I princippet kan man bestemme både bulk- og shearmodulet udelukkende ved brug
af bulktransduceren. Som det blev beskrevet i afsnit 5.1.5, er den eksakte sammenhæng
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mellem væskens stivhed S og det adiabatiske bulkmodul Ks givet ved
S =
1
V
[
Ks −Ms
(
1 +
1
3
(kr)2 sin (kr)
kr cos (kr)− sin (kr)
)]
, k =
√
ρ
Ms
2pif . (8.1)
I vores undersøgelser anvendte vi kun ovenstående i grænsen, hvor det adiabatiske
longitudinale modulMs er uden betydning. Det ses af definitionen,Ms = Ks+ 43Gs, atMs
faktisk afhænger af shearmodulet. Betragtes væskens stivhed derved i et frekvensinterval
hvor Ms spiller en rolle, ville man både kunne bestemme væskens bulk- og shearmodul
ud fra samme måling. Som det ses af udtrykket for S, opstår der resonanser når
kr cos (kr)− sin (kr) = 0⇔ tan (kr) = kr . (8.2)
Ved at fitte data til disse resonanser ville man kunne opnå en værdi for Ks og Ms, hvilket
ville give en værdi for Gs. Ks og Gs kan ved disse frekvenser betragtes som K∞ og G∞,
da ledet i ligning (8.1) hvor Ms indgår først er betydende ved høje frekvenser. Vi valgte
i første omgang ikke at benytte denne metode, da det som udgangspunkt var bedre at
sammenligne bulk- og shearmodulerne fra separate og uafhængige målinger. Det har
yderligere vist sig, at disse resonanser først tydeligt fremkommer ved lavere temperaturer,
end hvad vi har målt. Derved har vi ikke data til at anvende denne metode til at bestemme
sammenhængen mellem bulk- og shearmodulet. Denne metode ville derfor kun være oplagt
at undersøge, hvis plot af data viser tydelige resonanser for høje frekvenser.
Vi har som sagt ikke kunnet lave gode bestemmelser af K∞ og G∞. Men der findes
dog andre karakteristiske størrelser, der nemmere lader sig bestemme ud fra de givne data.
Hvis vi betragter Nyquistplots af shear- og bulkmodulet ses det, at maksimalværdien
af den imaginære del for begge moduler ved de laveste temperaturer kan bestemmes. I
Appendiks F har vi opstillet tabel F.1 og tabel F.2, i hvilke vi har undersøgt forholdet
mellem imaginærtoppene, K ′′max og G
′′
max for de tre væsker. Man kunne måske forvente,
at dette forhold ville sige noget om sammenhængen mellem K∞ og G∞, men dette er
ikke noget vi har teoretisk belæg for. Det ses, at forholdet er tæt på 1, men da værdierne
stort set er konstante med temperaturen, er dette dog ikke et skelsættende resultat. Vi
har ikke undersøgt dette nærmere, men blot konstateret, at det også her er nødvendigt
med flere data for at kunne fastslå en entydig sammenhæng.
Ud over den måde vi valgte at udføre forsøgene og behandle data på, er der en
teknisk detalje ved bulktransduceren, som man muligvis kunne ændre for at opnå bedre
resultater. Ved måling på bulktransduceren er der to primære ting, der spiller ind for det
brugbare frekvensområde; resonans fra væsken der bevæger sig i stigrøret og resonans i
selve transducerkugleskallen. Det er området mellem disse to, der i princippet er brugbart,
og man skal derfor nå at måle K∞ i dette frekvensinterval. Det ses af vores data, se
evt. figur 5.18, at plateauet som angiver K0 udgør en relativt stor del af det brugbare
måleområde. Da vi ikke er interesseret i K0, men K∞, kunne man med fordel forsøge
at reducere størrelsen af dette plateau. Dette ville man i praksis kunne opnå ved at øge
diameteren på stigrøret i transduceren, hvilket ville betyde, at væsken nemmere ville
kunne flyde ud af transduceren. Derved ville man øge resonansfrekvensen fra stigrøret,
hvilket medfører, at det brugbare frekvensområde reduceres, men det er her en fordel.
Da væsken nemmere kan løbe ud af transduceren, mindskes faren for at transduceren
ødelægges ved lave temperaturer. Når væsken køles ned øges viskositeten og væsken
trækker sig sammen. Når man øger temperaturen igen, vil væsken udvide sig, og blive
presset op igennem stigrøret. Hvis viskositeten her er for stor, kan væsken ikke nå at
flyde ud igennem stigrøret, og vil presse så meget på transducerens sider, at man risikerer
at den ødelægges. Med en større diameter i stigrør, ville man derfor kunne gå længere
ned i temperatur, uden at væskens øgede viskositet blev et problem. Herved ville væsken
hurtigere opføre sig som en glas, og K∞ kunne bestemmes med større præcision.
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Vi har med vores nuværende viden indset, at den benyttede forsøgsopstilling kun kan
give fyldestgørende resultater i et temperaturinterval, der er anderledes end det benyttede.
Det ville være ønskeligt, at forsøge at gøre målingerne om i et temperaturinterval, der gik
under den målte glastemperatur. For at undgå at ødelægge bulktransduceren er vi dog
klar over, at dette ville kræve forsøgstider meget længere end dem vi har benyttet. Dette
skyldes, at væsken skulle varmes utroligt langsomt op. I forhold til vores målingerne tyder
det på, at desto lavere temperatur desto tættere kommer vi på at kunne bestemme K∞
og G∞. Dette ses tydeligt på de Nyquist plot, der er præsenteret i resultatbehandlingen.
Det er vores bud, at man ved en lavere temperatur ville være i stand til at bestemme K∞
med ligeså stor præcision, som vi kan bestemme K0. Hvor lav denne temperatur skal være
for de væsker vi har benyttet, er ikke til at vide. Ligeledes må en mulig sammenhængen
mellem K∞ og G∞ for de benyttede væsker, være genstand for yderligere undersøgelser.
9 Konklusion
Det er på baggrund af vores data ikke muligt at fastslå en relation mellem K∞ og G∞.
Dette skyldes primært et forkert valg af de temperaturer vi måler ved. Dette valg har
konsekvensen, at vi i det brugbare frekvensområde ikke har opnået K∞ eller G∞. De få
resultater, der har været brugbare er ydermere behæftet med usikkerheder i en sådan
grad, at det heller ikke har været muligt for os, at sammenligne vores data med hidtil
fundne resultater.
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A Tensorer
Et vektorfelt hvor ethvert punkt i rummet kan være associeret med en vektor, er velkendt
og benyttet i fysikken. I magnetstatikken benyttes ofte illustrationer med orienterede mag-
netfeltliner, hvor tætheden af linierne angiver størrelsen af magnetfeltet, og orienteringen
af linierne i et punkt angiver magnetfeltets retning i punktet. Vi kan dog have behov for
mere generelle felter, og her kommer tensorer ind i billedet. Vi skelner ikke skarpt mellem
tensorer og tensorfelter. En tensor af rang nul er en skalar, mens en vektor er en tensor af
rang 1. En tensor af rang to kan repræsenteres som en matrix. En skalar kan skrives uden
et index som a. Hvis indexnotation benyttes, kan et koordinat i en vektor skrives med
netop et index. Et koordinat i en n-dimensionel vektor (a1, a2, . . . , an) kan i indexform
skrives som ai, hvor i ∈ {1, 2, . . . , n}. Et element i en matrix kan skrives med to indices
nemlig som aij , hvor i betegner rækken og j betegner søjlen. Tensorens rang giver en
let metode til at bestemme antallet af komponenter i tensoren. For et tredimensionelt
rum (hvilket vi henholder os til) er antallet af komponenter i en tensor af rang n lig med
3n. Dette giver god mening for de nævnte specialtilfælde, da for eksempel antallet af
komponenter af en vektor i tre dimensioner er tre, hvilket er lig 31.
En vektor er dog ikke udelukkende defineret ud fra, at den skal indeholde tre kompo-
nenter. Af andre krav kan nævnes, at vektoraddition er kommutativ, altså at u+v = v+u.
En fysisk størrelse som for eksempel afstandsvektoren mellem to punkter, må være uaf-
hængig af, hvor nulpunktet for koordinatsystemet lægges samt orienteringen af de tre
ortogonale akser. Der skal derfor være en entydig sammenhæng mellem komponenterne af
en vektor i ét koordinatsystem og et andet. Man kan sige, at vektoren skal transformeres
passende under koordinatskifte.
Et resultat om transformation af en tensors koordinatskifte vil nu forsøges opnået ud
fra, hvordan en vektor transformeres .
Hvis koordinatsystemet roteres om en akse, der gennemløber origo, kan de nye
koordinater x′ bestemmes ud fra de gamle x via den lineære afbildning x′ = Ax. A er
en rotationsmatrix, og det er et velkendt resultat fra lineær algebra, at A derfor er en
orthogonal matrix med positiv determinant [14, s. 17]. For en orthogonal matrix er den
transponerede lig med den inverse[13, s. 99]. Altså AT = A−1. Ved konkret at opskrive
ligningssystemet med A som en 3× 3-matrix fås
A =
a11 a12 a13a21 a22 a23
a31 a32 a33
 . (A.1)
Ved at udføre matrixmultiplikationen fås
x′1 = a11x1 + a12x2 + a13x3 (A.2)
x′2 = a21x1 + a22x2 + a23x3 (A.3)
x′3 = a31x1 + a32x2 + a33x3 . (A.4)
Den i’te komponent af vektoren i det roterede system fås altså i indexform som
x′i =
3∑
j=1
aijxj . (A.5)
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En tensor, der transformeres passende ved rotation ved af et højredrejet (x, y, z) koordi-
natsystem kaldes en kartesisk tensor. For at argumentere for et udtryk for en andenrang-
stensor, danner vi den vha. det såkaldte tensorprodukt af to vektorer, u = (u1, u2, u3) og
v = (v1, v2, v3) u1v1 u1v2 u1v3u2v1 u2v2 u2v3
u3v1 u3v2 u3v3
 . (A.6)
I tensorproduktet er der ni komponenter, da hver komponent af tensorproduktet er et
produkt af en komponent fra u og en komponent fra v, og hver kombination forekommer
netop én gang. Målet er nu at finde et udtryk for tensorproduktet i et roteret system. Men
vi har jo netop argumenteret for, hvordan hver enkelt af komponenterne i u og v ændres
via matricen A. Med de nye koordinater til u og v som u′ og v′ bliver tensorproduktet
for de roterede vektorer u′1v′1 u′1v′2 u′1v′3u′2v′1 u′2v′2 u′2v′3
u′3v
′
1 u
′
3v
′
2 u
′
3v
′
3
 . (A.7)
Hver af komponenterne af tensorproduktet er af formen u′αv′β . Ved at udtrykke de roterede
koordinater med de originale via ligning (A.5) fås
u′α =
3∑
i=1
aαiui (A.8)
v′β =
3∑
j=1
aβjuj . (A.9)
Dermed får vi for produktet
u′αv
′
β =
3∑
i=1
aαiui ·
3∑
j=1
aβjuj .
Eller da de to summer opererer over forskellige indices
u′αv
′
β =
3∑
i=1
3∑
j=1
aαiuiaβjuj .
Ved at bytte om på faktorerne og benytte en mere kompakt skrivemåde for den dobbelte
sum fås
u′αv
′
β =
3∑
i,j=1
aαiaβjuiuj . (A.10)
Med ti,j = uivj som den i, j´te komponent af tensoren i det uroterede system og med
t′αβ = u
′
αv
′
β som det α, β’te element i tensoren i det roterede system udtrykt ved de
originale koordinater fås ved indsættelse i ligning (A.10).
t′αβ =
3∑
i,j=1
aαiaβjtij (A.11)
Vi har nu fundet et udtryk for komponenterne af en 2. rangs tensor. En tredjerangs
tensor kan nu dannes ved at lave tensorproduktet mellem en andenrangs tensor og en
vektor. At en tredjerangs tensor skal have 33 = 27 komponenter kan nu indses ved,
at i tensorproduktet af en 1. og 2. rangs tensor skal komponenterne dannes ved, at
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alle tre komponenter i vektoren ganges med alle ni komponenter i andenrangstensoren.
Ved at gentage dette argument virker det rimeligt, at en n’te rangs tensor består af 3n
komponenter. Ved samme argumentation som blev benyttet til at danne komponenterne
af en 2. rangs tensor, kan komponenterne af en n’te rangs tensor skrives på formen
t′α1α2...αn =
3∑
i1,i2,...,in=1
aα1i1aα2i2 . . . aαninti1,i2,...,in . (A.12)
En symmetrisk, 2. rangs tensor defineres ved tij = tji, mens den antisymmetriske 2.
rangstensor defineres ved tij = −tji. For en 2. rangs tensor, kan enhver komponent skrives
som en symmetrisk del lagt sammen med en asymmetrisk del
tij =
1
2
(tij + tji) +
1
2
(tij − tji) . (A.13)
Sporet af en tensor
Vi ønsker nu at bestemme, hvad der sker med sporet af en tensor, når koordinatsystemet
roteres. Sporet af en 2. rangs tensor defineres som
3∑
i=1
tii . (A.14)
Derfor har sporet af den roterede tensor udtrykket
3∑
α=1
t′αα . (A.15)
Fra ligning (A.11) har vi et udtryk for t′αα
t′αα =
3∑
i,j=1
aαiaαjtij . (A.16)
Nu kan vi kombinere ligning (A.15) og ligning (A.16) til
3∑
α=1
t′αα =
3∑
α=1
3∑
i,j=1
aαiaαjtij =
3∑
i,j=1
3∑
α=1
aαiaαjtij =
3∑
i,j=1
tij
3∑
α=1
aαiaαj . (A.17)
Vi kigger nu kun på en begrænset del af udtrykket nemlig
∑3
α=1 aαiaαj . For en rotations-
matrix, A gælder ATA = E jvf. [13, s. 99]. Dette betyder, at søjlerne i A er ortonormale
og rækkerne i A er ortonormale. Prikproduktet af en række med sig selv giver 1, mens
prikproduktet med en af de andre rækker er 0. Skrevet ud komponentvis er dette
3∑
i=1
aijaik = δjk . (A.18)
Derfor har vi
∑3
α=1 aαiaαj = δij , og benyttes dette i ligning (A.17) fås
3∑
α=1
t′αα =
3∑
i,j=1
tijδij =
3∑
i
tii . (A.19)
Vi ser, at sporet af den roterede tensor er lig sporet af den originale tensor. Derfor siger
vi, at sporet er invariant under rotation.
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B Kompleks impedans
Når man beskæftiger sig med elektriske kredsløb, som ikke bare er netværk af almindelige
modstande, er det en stor fordel at beskrive de indgående størrelser ved komplekse
tal. Udover at matematisk manipulation i mange tilfælde bliver nemmere, giver den
komplekse notation også anledning til en generaliseret Ohms lov for andre komponenter
end modstande.
Først illustreres gyldigheden af den komplekse omskrivning. Har man en periodisk
vekselspænding med amplitude U0, fasehastighed ω og fase φU er den tidsafhængige
spænding givet ved
U = U0 cos(ωt+ φU ) . (B.1)
Da vi jvf. Eulers formel har at
eiθ = cos(θ) + i sin(θ) , (B.2)
kan vi skrive spændingen som realdelen af en kompleks spænding U˜
U = Re
(
U˜
)
= Re
(
U0e
i(ωt+φU )
)
. (B.3)
På samme vis kan man opskrive en kompleks strøm I˜
I˜ = I0ei(wt+φI) . (B.4)
I forbindelse med indførslen af komplekse spændinger og strømme, defineres forholdet
mellem kompleks spænding og strøm som impedansen Z˜, en form for kompleks Ohms lov
Z˜ =
U˜
I˜
=
U0
I0
ei(φU−φI) . (B.5)
Det ses heraf, at impedansen giver information om to ting; hvor meget strøm en gi-
ven spænding tillader over komponenten, samt en evt. faseforskydning mellem strøm
og spænding. Derudover gælder samme regneregler for serie- og parallelforbindelser af
komponenter med forskellige impedanser som for erstatningmodstande i kredsløb med
normale modstande
Z˜S = Z˜1 + Z˜2 + . . .+ Z˜n , (B.6)
1
Z˜P
=
1
Z˜1
+
1
Z˜2
+ . . .+
1
Z˜n
. (B.7)
Som udgangspunkt kan vi starte med at bestemme impedansen af de tre grundlæggende
kredsløbskomponenter, en Ohms modstand, en kondensator og en spole. Forholdet mellem
strøm og spænding for en simpel Ohms modstand er givet ved Ohms lov
U = RI (B.8)
som jo allerede angiver proportionaliteten mellem strøm og spænding. Impedansen er
derved lig modstanden og der er ingen faseforskydning mellem strøm og spænding
Z˜R = R . (B.9)
69
70 Kompleks impedans
Det er en smule mere interessant med en kapacitor. Strømmen gennem en kondensator
med kapacitansen C er givet ved
I = C
dU
dt
(B.10)
og indsætter man her den komplekse spænding U˜ , får man
I˜ = iωCU0ei(ωt+φU ) = iωCU˜ ⇔ U˜ = 1
iωC
I˜ . (B.11)
Impedansen er da givet ved
Z˜c =
1
iωC
=
−i
ωC
=
1
ωC
e−i
pi
2 , (B.12)
hvor ligning (B.2) blev anvendt i sidste skridt. Det ses, at 1ωC angiver størrelsen af
forholdet mellem strøm og spænding, og at strømmen er faseforskudt en kvart periode
forud i forhold til spændingen jvf. ligning (B.5).
På samme vis kan man bestemme impedansen af en spole. Spændingen over en spole
med selvinduktionen L er givet ved
U = L
dI
dt
, (B.13)
hvorfra man kan vise at det for impedansen gælder
Z˜L = iωL = ωLei
pi
2 . (B.14)
For en spole er størrelsen af forholdet mellem strøm og spændingen derved ωL, hvor
strømmen er faseforskudt en kvart periode bagud i forhold til spændingen.
C Energibåndsformalismen
Dette afsnit vil i korte træk beskrive de basale dele af energibåndsformalismen, som den
er fremstillet af Peder Voetman Christiansen i [6]. Energibåndsformalismen udgør et godt
værktøj i fysisk modellering, idet der skabes nyttige analogier mellem forskellige systemer,
så som mekaniske, elektrodynamiske og termodynamiske systemer. Ved at identificere
de relevante energibåndsvariable i eksempelvis et mekanisk og elektrisk system, kan der
dannes en direkte analogi mellem disse to systemer, hvor hvert system vil kunne virke
som en model af det andet.
Energibåndsformalismen bygger på to grundlæggende aksiomer. Det første aksiom er,
at et energibånd styres af to systemvariable, en generaliseret spænding(effort) e og en
generaliseret strøm(flow) f , hvor f skifter fortegn ved tidsvending. Det andet aksiom er,
at disse to variable kan vælges således, at deres produkt angiver en effekt
dE
dt
= e · f (C.1)
Når disse variable er identificeret, kan man yderligere definere en generaliseret impuls, p,
og en generaliseret forskydning, q,
p =
∫
e dt (C.2)
q =
∫
f dt . (C.3)
I tabel C.1 ses nogle af de mest basale variable, der opfylder ovenstående. Med energibån-
dene i tabel C.1 kan man danne analogier mellem eksempelvis mekaniske og elektriske
netværk, hvilket vil blive relevant i dette projekt.
Inerti er styret af Newtons 2. lov, og sammenligner man med de tilsvarende elektriske
variable, finder man følgende analogi
F = m
dv
dt
↔ U = LdI
dt
. (C.4)
Det ses, at den mekaniske masse m svarer til den elektriske selvinduktans L. Dette giver
også fysisk mening, da masse modsætter sig acceleration, ligesom en spole modsætter sig
en gennemgående strøm på grund af induktion. På samme vis som vi har Hookes lov for
en mekanisk fjeder, har vi en tilsvarende elektrisk analogi
F = kx↔ U = 1
C
Q , (C.5)
Mekanisk Hydrodynamisk Elektrisk
Spænding e Kraft F Tryk −p Spænding U
Strøm f Hastighed v Volumenhastighed V˙ Strømstyrke I
Forskydning q Forskydning x Volumen V Ladning Q
Tabel C.1 Energibåndsvariable for forskellige systemer
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hvoraf det ses, at den elektriske analog til en mekanisk fjeder er en kondensator. Her
svarer fjederens stivhed k, også kaldet S, i den elektriske analog til det reciprokke af
kapacitansen. Fysisk er dette meningsfuldt, da begge komponenter giver anledning til
øget spænding ved henholdsvis øget forskydning og øget ladningsophobning og derved
giver anledning til oplagring af energi.
Som sidste eksempel kan forskellige former for energitab betragtes. Da der afsættes
energi som varme i en Ohmsk modstand, vil enhver form for mekanisk eller termisk
energitab kunne repræsenteres ved en sådan elektrisk modstand.
D Estimering af C∞
Da transduceren i sig selv udgør en kuglekondensator med kapacitansen Ce, kan man
teoretisk give et estimat af hvad C∞ er, da Ce = C∞. Dette gøres ved at betragte den
tomme transducer som to koncentriske kugleskaller af metal med dielektrikum imellem.
Vi forestiller os, at der på den inderste kugleskal er ladningen +Q og på den yderste −Q.
Vi lægger en Gaussflade tæt uden på den inderste kugleskal. Den omsluttede ladning er
nu Q. Da vi har antaget kuglesymmetri, må det elektriske felt udelukkende være radialt
pegende væk fra den indre kugleskal, og det elektriske felt må have samme størrelse
overalt på gaussfladen. Vi har Maxwells første lov i stof∮
l.fl.
D · n dA = qf , (D.1)
hvor qf er den frie ladning, det vil sige den ladning vi sætter på kuglen og ikke den induce-
rede ladning. Integralet er et fladeintegral over fladen af kuglen og D er forskydningsfeltet.
Vi antager at piezokeramikken er et lineært medium, så det gælder D = E, hvor  er
dielektricitetskonstanten, som er en materialeegenskab ved piezokeramikken. Da vi har
argumenteret for, at det elektriske felt overalt peger radialt væk fra kuglen, er det overalt
parallelt med n. Ved at benytte dette i ligning (D.1) fås∮
l.fl.
E · n dA = qf ⇔ 
∮
l.fl.
E dA = qf . (D.2)
Da det elektriske felt har samme størrelse overalt på kuglefladen fås nu
E
∮
l.fl.
dA = qf ⇔ E4pir2 = qf ⇔ E = qf4pir2 (D.3)
Dermed har vi
E =
qf
4pir2
rˆ . (D.4)
Nu kan spændingsfaldet fra den indre til den ydre kugleskal udregnes, da det gælder
U = |U(b)− U(a)| =
∣∣∣∣∣−
∫ b
a
E·dl
∣∣∣∣∣ . (D.5)
Da hver af kugleskallerne er metalstykker med god ledeevne, er potentialet ens overalt på
hver af pladerne. Vi behøver derfor blot integrere det elektriske felt fra r1 til r2, hvor r1
er radius af den inderste kugleskal og r2 er radius af den ydre kugleskal. Da fås af ligning
(D.5) ved indsættelse af det elektriske felt fra ligning (D.4)
|U(r2)− U(r1)| =
∣∣∣∣−∫ r2
r1
qf
4pir
rˆ·dl
∣∣∣∣ (D.6)
Da kurveintegralet foretages radialt fås
|U(r2)− U(r1)| =
∣∣∣∣−∫ r2
r1
qf
4pir2
dr
∣∣∣∣ = qf4pi
(
1
r1
− 1
r2
)
(D.7)
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Nu kan kapacitansen endelig bestemmes. Da ladningen er lig den frie ladning, får vi for
kapacitansen via ligning (D.7)
C = 4pi
r2r1
r2 − r1 . (D.8)
Radierne af de to kugleskaller varierer med den påtrykte spænding, men vi har målene for
bulktransduceren uden påtrykt spænding, og det må give et godt billede af kapacitans-
måleområdet at benytte disse radier. Vi behøver dog også den relative permeativitet af
piezokeramikken. Ifølge specifikationer fra producenten FerroPerm Piezoceramics A/S1,
er den relative permeativitet 1300 ved 1kHz. Dermed er
 = 0 · r = 8, 85 · 10−12F/m · 1300 = 1, 15 · 10−8F/m . (D.9)
Radierne af den indre og ydre kugleskal kendes ud fra ligning (5.25) og (5.24). Dermed
beregnes kapacitansen for en tom transducer ved 1kHz til
C = 1, 2 · 10−8F . (D.10)
For den tomme transducer vil vi derved forvente at C∞ ≈ 10−8F.
1 http://ferroperm-piezo.com
E Stofspecifikationer
De tre væsker, der er blevet undersøgt, er alle relativt simple alkoholer. Den simpleste
væske er 1,2-propandiol, også kaldet propylenglykol (MPG). Dette molekyle består af
et propanmolekyle, påhæftet to alkoholgrupper. De to andre væsker er dipropylenglykol
(DPG) og tripropylenglykol (TPG), som er dannet af henholdsvis to og tre MPG molekyler.
De tre væskers kemiske strukturformler er givet ved
MPG : CH3CH(OH)CH2OH (E.1)
DPG : HOC3H6OC3H6OH (E.2)
TPG : H[OC2H3(CH3)]3OH . (E.3)
I tabel E.1 er de fysiske standard specifikationer for de tre væsker angivet jvf. producenten
Sigma-Aldrich.
MPG DPG TPG
Kemisk formel C3H8O2 C6H14O3 C9H20O4
Densitet (25◦C)[g/mL] 1.036 1.023 1.021
Frysepunkt [◦C] -60 - -
Kogepunkt [◦C] 187 - 273
Tabel E.1 Data for væskerne [18]
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F Forholdet mellem K ′′max og G
′′
max
Temperatur, [K] Im(G)MPGmax , [GPa] Im(G)DPGmax , [GPa] Im(G)TPGmax , [GPa]
172 0,82 - -
174 0,84 - -
176 0,97 - -
178 0,82 - -
204 - 0,35 0,35
208 - 0,34 0,34
212 - 0,33 0,34
216 - 0,33 -
Tabel F.1 Im(G)max for TPG
Temperatur, [K] Im(K)MPGmax ,[GPa] Im(K)DPGmax ,[GPa] Im(K)TPGmax ,[GPa]
175 0,63 - -
177,5 0,62 - -
180 0,61 - -
182,5 0,60 - -
185 0,59 - -
204 - 0,30 0,25
208 - 0,30 0,25
212 - 0,30 0,26
216 - 0,30 -
220 - 0,31 -
Tabel F.2 Im(K)max for MGP, DPG, TPG
Temperatur, [K] Im(G)DPGmax /Im(K)DPGmax Im(G)
DPG
max /Im(K)DPGmax
204 1,2 1,4
208 1,1 1,4
212 1,1 1,3
216 1,1 -
Tabel F.3 Im(K)max for MGP, DPG, TPG
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G.1 Bestemmelse af bulkmodulet
Listing G.1 Hovedfil til databehandling som loader data og kalder andre funktioner til beregninger
1 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
2 %Hoved ma t l a b f i l t i l da tabehand l ing . Først hentes a l l e måledata , d e r e f t e r
3 %f i t t e s de nødvendige parametre , og t i l s i d s t beregnes bu lkmodule t .
4 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
5
6 %Al l e f o r r i g e v a r i a b l e f j e r n e s .
7 c l e a r a l l
8
9 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
10 %Load af data f ra tom og f u l d transducer .
11 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
12
13 %MPG referencemål ing .
14 l o ad . . / Data/rpd12b_bulk .mat ;
15 rmf l i n=r e s u l t . f r l i n ( : , : , 1 ) ;
16 rmClin=r e s u l t . Cl in ( : , : , 1 ) ;
17 rmT=r e s u l t .T;
18 rmf=r e s u l t . f r ( : , : , 1 ) ;
19 rmC=r e s u l t .C( : , : , 1 ) ;
20
21 %MPG væskemåling .
22 l o ad . . / Data/pd12b_bulk .mat ;
23 mf=r e s u l t . f r ( : , : , 1 ) ;
24 mC=r e s u l t .C( : , : , 1 ) ;
25 mf l in=r e s u l t . f r l i n ( : , : , 1 ) ;
26 mClin=r e s u l t . Cl in ( : , : , 1 ) ;
27 mT=r e s u l t .T;
28
29 %DPG referencemål ing .
30 l o ad . . / Data/ rbtpg_bulk .mat ;
31 r d f l i n=r e s u l t . f r l i n ( : , : , 1 ) ;
32 rdCl in=r e s u l t . Cl in ( : , : , 1 ) ;
33 rdT=r e s u l t .T;
34 rd f=r e s u l t . f r ( : , : , 1 ) ;
35 rdC=r e s u l t .C( : , : , 1 ) ;
36
37 %DPG væskemåling .
38 l o ad . . / Data/dpg_bulk .mat ;
39 df=r e s u l t . f r ( : , : , 1 ) ;
40 dC=r e s u l t .C( : , : , 1 ) ;
41 d f l i n=r e s u l t . f r l i n ( : , : , 1 ) ;
42 dClin=r e s u l t . Cl in ( : , : , 1 ) ;
43 dT=r e s u l t .T;
44
45 %TPG re ferencemål ing .
46 l o ad . . / Data/ rtpg_bulk .mat ;
47 r t f l i n=r e s u l t . f r l i n ( : , : , 1 ) ;
48 r tC l i n=r e s u l t . Cl in ( : , : , 1 ) ;
49 rtT=r e s u l t .T;
50 r t f=r e s u l t . f r ( : , : , 1 ) ;
51 rtC=r e s u l t .C( : , : , 1 ) ;
79
80 MatLab kode
52
53 %TPG væskemåling .
54 l o ad . . / Data/tpg_bulk .mat ;
55 t f=r e s u l t . f r ( : , : , 1 ) ;
56 tC=r e s u l t .C( : , : , 1 ) ;
57 t f l i n=r e s u l t . f r l i n ( : , : , 1 ) ;
58 tC l in=r e s u l t . Cl in ( : , : , 1 ) ;
59 tT=r e s u l t .T;
60
61 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
62 %Bestemmelse a f transducerparametre ved måling på tom transducer .
63 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
64
65 %MPG.
66 [mC0,mCu, mfr ,mQ,mCm] = f i t tom ( rmf l in , rmClin , rmT) ;
67
68 %DPG.
69 [ dC0 , dCu , dfr ,dQ,dCm] = f i t tom ( r d f l i n , rdClin , rdT) ;
70
71 %TPG.
72 [ tC0 , tCu , t f r , tQ , tCm] = f i t tom ( r t f l i n , r tCl in , rtT ) ;
73
74 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
75 %Beregning a f bu lkmodule t .
76 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
77
78 %MPG.
79 [mK, mf_bulk ] = f i t b u l k (mf ,mC,mT,mCm,mC0,mCu, mfr , rmC) ;
80
81 %DPG.
82 [ tK , df_bulk ] = f i t b u l k ( t f , tC , tT , tCm, tC0 , tCu , t f r , rtC ) ;
83
84 %TPG.
85 [dK, tf_bulk ] = f i t b u l k ( df , dC,dT, tCm, dC0 , dCu , dfr , rdC) ;
Listing G.2 Fitteprogram til at bestemme transducerparametrene
1 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
2 %Funktion t i l a t bestemme transducerens parametre udfra måling på en tom
3 %transducer . Fi l en har som input frekvensen , kapaci tansen og temperaturen
4 %for en måling på den tomme transducer . De f i t t e d e parametre re turnere s .
5 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
6 f u n c t i o n [ C0 ,Cu, f r ,Q,Cm] = f i t tom ( f ,C,T)
7
8 %Antal da ta s e t ved f o r s k e l l i g e temperaturer .
9 NT=s i z e ( f , 2 ) ;
10
11 %Antal målinger ved en g iven temperatur .
12 NM=s i z e ( f , 1 ) ;
13
14 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
15 %Parametrene o p s t i l l e s .
16 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
17
18 %Def iner ing a f 1xNT matirx bes tående a f 1− t a l l e r .
19 O=ones (1 ,NT) ;
20
21 %Kapacitans ved l a v e f r e k v en s e r .
22 C0=O∗2∗10^(−8) ;
23
24 %Kapacitans ved høje f r e k v en s e r .
25 Cu=O∗1.5∗10^(−8) ;
26
27 %Resonansfrekvens .
28 f r=O∗10^5;
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29
30 %Godhedsfaktor .
31 Q=O∗100 ;
32
33 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
34 %Overordnet l ø k k e t i l a t f i t t e ved a l l e temperaturer .
35 %Ved hver t løkkegennemløb f i t t e s paramtetre f o r én temperatur .
36 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
37 f o r n=1:1:NT
38
39 %Brug 2 . målepunkt som f ø r s t e målepunkt . Måling 1 er t i l t i d e r f o r k e r t .
40 M=2;
41
42 %I t e r a t i o n s v a r i a b e l .
43 j=M;
44
45 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
46 %Fastsætning a f vindue fo r data . Meget høje kapac i tanser omkring
47 %resonansen f j e r n e s her .
48 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
49 %Målinger f ø r resonansen .
50 wh i l e C( j , n )<2∗C(M, n)
51 j=j +1;
52 end
53 %Frekvenser f ø r resonans .
54 f1=f (M: j , n ) ;
55 %Kapacitanser f ø r resonans .
56 C1=C(M: j , n ) ;
57
58 %Målinger e f t e r resonansen .
59 wh i l e C( j , n )>0
60 j=j +1;
61 end
62
63 wh i l e C( j , n )<−0.5∗C(M, n)
64 j=j +1;
65 end
66 %Frekvenser e f t e r resonans .
67 f2=f ( j :NM, n) ;
68 %Kapacitanser e f t e r resonans .
69 C2=C( j :NM, n) ;
70
71 %Samling a f den a f skårede data f o r f rekvensen i ny v a r i a b e l .
72 f3=[ f 1 ; f 2 ] ;
73 %Samling a f den a f skårede data f o r kapac i tansen i ny v a r i a b e l .
74 C3=[C1 ;C2 ] ;
75
76 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
77 %Parametrene C0, Cu, f r og Q bestemmes vha fminsearch .
78 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
79 %Der l a v e s maksimalt 10^4 eva l u e r ing e r og 10^3 i t e r e r i n g e r .
80 opt ions=opt imset ( ’MaxFunEvals ’ ,10^4 , ’ MaxIter ’ ,10^3) ;
81 %Spe c i f i k a t i o n a f de f i r e parametre der s k a l opt imeres .
82 s t a r t =[C0(n) ,Cu(n) , f r (n) ,Q(n) ] ;
83 %Minimer ou t pu t t e t f r a ’ f i t tomfunc ’ , h v i l k e t er f o r s k e l l e n mellem data
84 %og f i t t e t værdi .
85 X = fminsearch (@(p) f i t tomfunc (p , f3 ,C3) , s t a r t , opt ions ) ;
86 %Parametrene sæt t e s t i l de f i t t e d e værdier .
87 C0(n)=X(1) ; Cu(n)=X(2) ; f r (n)=X(3) ; Q(n)=X(4) ;
88 end
89
90 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
91 %Beregning a f Cm ved brug a f f i t t e d e parametre f ra tom transducer
92 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
93 %Transducerens s p e c i f i k a t i o n e r .
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94 %Dens i t e t .
95 rho = 7560 ;
96 %Ydre rad ius a f s k a l l e n .
97 ry = 9.5∗10^(−3) ;
98 %Indre volumen af s k a l l e n .
99 Vi = 3∗10^(−6) ;
100
101 %Indre rad ius a f s k a l l e n .
102 r i = (3∗Vi /(4∗ p i ) ) ^(1/3) ;
103 %Tykke lse a f s k a l l e n .
104 t = ry−r i ;
105 %Middel o v e r f l a d e a r e a l a f s k a l l e n .
106 A = 4∗ p i ∗ ( ( r i+ry ) /2) ^2 ;
107 %induktansen .
108 L = ( rho∗ t ) /A;
109 %Cm.
110 Cm = 1 . / (L .∗ ( 2∗ p i ∗ f r ) . ^ 2 ) ;
Listing G.3 Fejlfunktion som fminsearch optimerer ved fit til målinger på tom transducer
1 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
2 %Funktion der re turnerer f o r s k e l l e n mellem f i t og data .
3 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
4 f u n c t i o n [F ] = f i t tomfunc (p , f ,C)
5 C0=p (1) ; Cu=p (2) ; f r=p (3) ; Q=p (4) ;
6
7 % f e j l = kvadra t e t a f den r e l a t i v e f o r s k e l mellem data og f i t
8 e = ( abs ( Cu+(C0−Cu) ./(1−( f / f r ) .^2+ i ∗(1/Q) ∗( f / f r ) ) ) − abs (C) ) .^2 . / abs (C)
. ^ 2 ;
9
10 %Tag gennemsni t te t a f f e j l e n
11 F=mean ( e ) ;
Listing G.4 Beregning af bulkmodulet
1 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
2 %Funktion t i l a t beregne bu lkmodule t ud f ra de f i t t e d e parametre . Input t i l
3 %funkt ionen er frekvensen , kapaci tansen , temperaturen samt de f i t t e d e
4 %parametre f o r hver temperatur . Det komplekse bulkmodul samt
5 %afgrænsede frekvensområde re turnere s .
6 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
7 f u n c t i o n [K, f ] = f i t b u l k ( f ,C,T,Cm,C0 ,Cu, f r , rC)
8
9 %Antal temperaturer ved hver måling .
10 NT=s i z e ( f , 2 ) ;
11 %Antal målinger ved hver temperatur .
12 NM=s i z e ( f , 1 ) ;
13 %Dummyvariabel .
14 j =1;
15 %Indre volumen af s k a l .
16 Vi = 3∗10^(−6) ;
17
18 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
19 %Afgrænsning a f måledata .
20 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
21 wh i l e f ( j , 1 ) <10^4;
22 j=j +1;
23 end
24
25 %Afgrænsning a f f rekvensen .
26 f=f ( 2 : j , : ) ;
27 %Afgrænsning a f kapac i tansen .
28 C=C( 2 : j , : ) ;
29 %Afgrænsning a f re f erencekapac i tansen , der b e t r a g t e s som C0.
30 rC=rC ( 2 : j , : ) ;
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31
32 %Variabe l t i l K.
33 K=ones ( s i z e ( f , 1 ) , s i z e ( f , 2 ) ) ;
34
35 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
36 %Beregning a f bu lkmodule t f o r hver temperatur .
37 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
38 f o r n=1:1:NT
39 %Beregning a f bu lkmodule t ud f ra t e o r e t i s k g ivne udtryk .
40 Cd = (1−Cu(n) . /C0(n) ) . / (C( : , n ) . / rC ( : , n ) − Cu(n) . /C0(n) ) ;
41 K( : , n ) = Vi ∗(Cd−1) . /Cm(n) ;
42 end
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Listing G.5 Hovedfil til beregning af shearmodulet
1 p=genpath ( ’C: / Users /Morten/Desktop/Pro jekt /matlab/cmaggi/ShearToolsNov07 ’ ) ;
2 addpath (p)
3
4 %% load the data
5 %s=LoadShear ( ’/home/cmaggi/Desktop/PhD_pro/ShearToolsNov07/TestData/DC705/
DC705_070607 .mat ’ , . . .
6 % ’/home/cmaggi/Desktop/PhD_pro/ShearToolsNov07/TestData/DC705/
rDC705_010607 .mat ’ , . . .
7 % ’DC705 data by Claudio June 2007 taken on ops t 5 us ing the S7
transducer ’ ) ;
8
9 %%load the data
10 s=LoadShear ( ’C: / Users /Morten/Desktop/Pro jekt /Data/Shear /TPG_shear_S4_C4 .mat
’ , . . .
11 ’C: / Users /Morten/Desktop/Pro jekt /Data/Shear /rTPGc_shear_S4_C4 .mat ’ , . . .
12 ’ Shearmåling  a f  TPG 2007 ’ ) ;
13
14
15 %% Plot the l i q u i d and re f e r ence data t o g e t h e r
16 %You s e l e c t the i n t e r e s t i n g temperatures with [ Ts : Te ]
17 PlotRawData ( s , [ ] , 1 )
18 Ts=11;
19 Te=12;
20 %% %%%%%%%%%%%% TEC/NBO approx work %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
21
22 %% Fit r e f e r ence spec t ra us ing the TEC/NBO approximation
23 [ s ]=ApproxRefFit ( s , [ Ts : Te ] , [ −1 .0 2 . 5 ] , [ 1 . 0 8 e5 500 0 . 3 7 ] ) ;
24
25 %% ca l c u l a t e the Shear modulus us ing the TEC/NBO approxiamtions
26 r e f s c a l e =1.003; % i s found as the v a l l u e t ha t makes the f r=0 poin t c l o s e to
0
27
28 %do the c a l c u l a t i o n
29 x l =1−0.5∗70E−5∗(300− s . l .T) ;
30 [ s ]=ApproxShear ( s , [ Ts : Te ] , xl , r e f s c a l e ) ;
31
32 % p l o t a co l e / co l e p l o t zoomed arround the f r=0 poin t
33 GColeColePlot ( s , [ Ts : Te ] , ’ AppShear ’ , [−0.5 0 . 5 ] ∗ 0 . 1 , [ 0 5 ] ∗ 0 . 0 1 )
34
35 % p l o t the raw data us ing the current s c a l i n g f a c t o r
36 PlotRawData ( s , [ Ts : Te ] , r e f s c a l e )
37
38 %% p l o t the Shear modulus .
39 GPlot ( s , [ Ts : Te ] , ’ AppShear ’ , [ ] , [ ] ) ;
40 GColeColePlot ( s , [ Ts : Te ] , ’ AppShear ’ , [ ] , [ ] )
41
84 MatLab kode
42 %% save the ana lyzed data
43 %save ( ’/home/cmaggi/Desktop/PhD_pro/ShearToolsNov07/TestData/DC705/
DC705_analyzed .mat ’ , ’ s ’ )
44 %save /home/cmaggi/Desktop/PhD_pro/ShearToolsNov07/TestData/DC705/
DC705_analyzed . dat s −ASCII
Listing G.6 Fittefunktion 1
1 % Fit the re f e r ence spectrum to the empty transducer us ing the 1 . resonance
2 % [ s , rp , fw]=ApproxRefFit ( s , s e l , cw , p0 )
3 % output i s saved in the " s " s t r u c t u r e under
4 % s . AppRefFit . rp and s . AppRefFit . fw
5 %
6 % use cw=[0. 1 . 5 ] f o r l o g skan ; [−1.0 2 . 5 ] f o r l i n skan
7 % use p0=[ resonans f rekvens q−vaerd i Boyes−kob l i n g s kon s t an t ]=[1 .08 e5 500
0 .37 ]
8
9 % was s h r e f f i t , renamed and adapted to s t r u c t u r e Nov 07 BOJ
10
11 f u n c t i o n [ s , rp , fw]=ApproxRefFit ( s , s e l , cw , p0 )
12
13 i f i s empty ( s e l )
14 s e l =1: s i z e ( s . r . f r , 2 ) ;
15 end
16
17 %shor t names
18 f r=s . r . f r l i n ;
19 cr=s . r . Cl in ;
20
21 crnmin=cw(1) ;
22 crnmax=cw(2) ;
23
24 rp=z e r o s ( s i z e ( f r , 2 ) , l e n g t h ( p0 ) , s i z e ( f r , 3 ) ) ;
25 fw=z e r o s ( s i z e ( f r , 2 ) ,4 , s i z e ( f r , 3 ) ) ;
26
27
28 f o r nr=s e l %loop T’ s
29 f o r kk=1: s i z e ( f r , 3 ) %loop mu l t i p l e measurements
30
31 %t e s t i f any data e x i s t s o t h e r v i s e s k i p i t
32 i f sum ( s . r . Cl in ( : , nr , kk ) ~=0)==0
33 cont inue
34 end
35
36 % udtager i nd i c e s i i n t e r v a l l e t 2 .5 kHz t i l 4 .5 kHz t i l brug f o r
normering
37 idxa=f i n d ( ( f r ( : , nr , kk ) >2.5 e3 ) . ∗ ( f r ( : , nr , kk ) <4.5 e3 ) ) ;
38 c0r=mean ( c r ( idxa , nr , kk ) ) ;
39 % den normerede kapac i tans ved a k t u e l l e T og maaling
40 crn=cr ( : , nr , kk ) . / c0r ;
41
42 % s ta r t f r e k v en s en i f i t t e p r o c edu r en bestemmes :
43 fwa=idxa (1 ) ;
44
45 % s l u t f r e k v en s en ( ca 2 gange resonans frekvensen ) i f i t t e −procedure
bestemmes :
46 fwd=min ( f i n d ( f r ( : , nr , kk )>2∗p0 (1) ) ) ;
47
48 % vindue t [ fwb fwc ] t a e t omkring resonansen − og som ska l ude lukkes
− bestemmes :
49 fwb=fwa−1+min ( f i n d ( r e a l ( crn ( fwa : fwd ) )>crnmax ) ) ;
50 fwc=fwa−1+max ( f i n d ( r e a l ( crn ( fwa : fwd ) )<crnmin ) ) ;
51
52 f i t t e p l o t r e a l=f i g u r e ;
53 f i t t e p l o t imag=f i g u r e ;
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54 r e s i d u a l f i t t e p l o t=f i g u r e ;
55
56 %opt ions f o r the f i t
57 opt ions=opt imset ( ’MaxFunEvals ’ ,800 , ’ MaxIter ’ ,800 , ’TolFun ’ , 1 . e−5, ’
TolX ’ , 1 . e−5, ’ Display ’ , ’ o f f ’ ) ;
58
59 idx=[ fwa : fwb fwc : fwd ] ;
60
61 p=fminsearch ( ’ ApproxFirstResErr ’ , p0 , opt ions , f r ( idx , nr , kk ) ’ , c on j ( crn
( idx ) ’ ) ) ; % transponer ing aht f i t t e a l g o r i tm en .
62 rp ( nr , : , kk )=p ; % gemmes som raekke i den g l o b a l e rp ( re f e r ence
parametre )
63 c t e o r i=ApproxFirstRes (p , f r ( idx , nr , kk ) ) ;
64
65 f i g u r e ( f i t t e p l o t r e a l ) ;
66 ho ld o f f ; p l o t ( f r ( idx , nr , kk ) , r e a l ( crn ( idx ) ) , ’ . b ’ ) ;
67 ho ld on ; p l o t ( f r ( idx , nr , kk ) , r e a l ( c t e o r i ) , ’ b ’ ) ; a x i s ( [ 0 . 2 . 5 e5 −1.
2 . 5 ] ) ;
68 t i t l e ( [ ’ Real  part  o f  C at  T=’ num2str ( s . r .T( nr ) ) ’  Measurement :  ’
num2str ( kk ) ] )
69 pause ( . 1 )
70
71 f i g u r e ( f i t t e p l o t imag ) ;
72 ho ld o f f ; p l o t ( f r ( idx , nr , kk ) ,− imag ( crn ( idx ) ) , ’ . b ’ ) ;
73 ho ld on ; p l o t ( f r ( idx , nr , kk ) ,− imag ( c t e o r i ) , ’ b ’ ) ; a x i s ( [ 0 . 2 . 5 e5 0 .
0 . 5 ] ) ;
74 t i t l e ( [ ’ Imag part  o f  C at  T=’ num2str ( s . r .T( nr ) ) ’  Measurement :  ’
num2str ( kk ) ] )
75 pause ( . 1 )
76
77 f i g u r e ( r e s i d u a l f i t t e p l o t ) ;
78 p l o t ( f r ( idx , nr , kk ) , ( r e a l ( crn ( idx ) )−r e a l ( c t e o r i ) ) , ’ b ’ ) ; a x i s ( [ 0 . 2 . 5
e5 −.02 . 0 2 ] ) ;
79 t i t l e ( [ ’ Real  r e s i d u a l  o f  C at  T=’ num2str ( s . r .T( nr ) ) ’  Measurement :
 ’ num2str ( kk ) ] )
80 pause ( . 1 )
81
82
83 %c l o s e ( f i t t e p l o t r e a l ) ; c l o s e ( f i t t e p l o t ima g ) ; c l o s e ( r e s i d u a l f i t t e p l o t
) ;
84 fw ( nr , : , kk )=[ fwa fwb fwc fwd ] ;
85
86 end
87 end
88
89 %saves the data to the s t r u c t u r e
90 s . AppRefFit . rp=rp ;
91 s . AppRefFit . fw=fw ;
92 s . AppRefFit . s e l=s e l ;
93 s . AppRefFit . cw=cw ;
94 s . AppRefFit . p0=p0 ;
95 s . AppRefFit . Date=date ;
Listing G.7 Fittefunktion 2
1 % func t ion [ s , g , f i ]=ApproxShear ( s , s e l , x l , r e f s c a l e )
2 %
3 % Ca lcu l a t e s the shear modulus from the TEC/NBO approximations
4 % Resu l t i s saved in the s s t r u c t u r e under
5 % AppShear
6 %
7 % x l : Degree o f f i l l i n g
8 % r e f s c a l e : s c a l i n g f a c t o r f o r the re f e r ence spectrum
9
10 % was shear renamed at adapterd to s t r u c t u r in s Nov 07 boj
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11 f u n c t i o n [ sd , g , f i ]=ApproxShear ( sd , s e l , xl , r e f s c a l e )
12
13 i f i s empty ( s e l )
14 s e l =1: s i z e ( sd . r . f r , 2 ) ;
15 end
16
17
18 f=sd . l . f r ;
19 c=sd . l .C;
20 cr=sd . r .C∗ r e f s c a l e ;
21 rp=sd . AppRefFit . rp ;
22 tmp=sd . l .T;
23
24 g=z e r o s ( s i z e ( c ) ) ;
25
26 f i=c . / cr ;
27 %eps=0.5∗ a l f a ∗(300−tmp) ;
28 eps=1−x l ;
29
30 f o r nr=s e l %loop T’ s
31 f o r kk=1: s i z e ( f , 3 ) %loop mu l t i p l e measurements
32
33 f i d e l =1./( ApproxFirstRes ( rp ( nr , : , kk ) , f ( : , nr , kk ) ) .∗(1+ rp ( nr , 3 , kk ) )−1) ;
34 f i ( : , nr , kk )=f i ( : , nr , kk ) .∗ (1 .+ f i d e l )− f i d e l ;
35 s=f ( : , nr , kk ) . / rp ( nr , 1 , kk ) ;
36
37 a1=25.82∗(1−0.407∗ eps ( nr ) −22.27∗ eps ( nr ) .∗ eps ( nr ) ) ;
38 a2=13.25∗(1+0.2∗ eps ( nr )+11∗ eps ( nr ) .∗ eps ( nr ) ) ;
39 a=1./( a1 .∗(1− s . / a2 ) ) ;
40 b=1./(4.54+14.7∗ eps ( nr ) .∗(1− s . / 4 . 2 2 ) ) ;
41 c=1./((740.+18500∗ eps ( nr ) ) .∗ (1 −0 .287 .∗ s +0.118.∗ s .∗ s ) ) ;
42
43 v=(a−b .∗ f i ( : , nr , kk )+s q r t ( ( a−b .∗ f i ( : , nr , kk ) ) . ∗ ( a−b .∗ f i ( : , nr , kk ) )−4∗ f i ( : ,
nr , kk ) .∗ c . ∗ ( f i ( : , nr , kk )−1) ) ) . / ( 2∗ f i ( : , nr , kk ) .∗ c ) ;
44 kc=7.65 e3 ∗ (1/6) ∗1 . e−3∗(1/2) ∗1 . e−3∗(2∗ p i /2 .054) ^2 ;
45
46 g ( : , nr , kk )=v∗kc∗ rp ( nr , 1 , kk ) ^2 ;
47
48 end
49 end
50
51 sd . AppShear .G=g ;
52 sd . AppShear . f i=f i ;
53 sd . AppShear . f r=f ;
54 sd . AppShear .T=tmp ;
55 sd . AppShear . x l=x l ;
56 sd . AppShear . s e l=s e l ;
57 sd . AppShear . r e f s c a l e=r e f s c a l e ;
58 sd . AppShear . Date=date ;
H Tabel over termospænding
Figur H.1 Tabel over termospændinger og tilhørende temperaturer
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